
Quantifizierung der Chiralitat 

Von Andrzej B. Buda, Thomas Auf der Heyde und Kurt Mislow" 

Seit Pasteurs epochemachenden Entdeckungen vor eineinhalb Jahrhunderten spielt das Kon- 
zept der Chiralitat eine zentrale Rolle in der Chemie und der Biochemie. Kann Chiralitat 
gemessen werden? Es ist seit langem bekannt, da13 der molekularen Chiralitat eine quantitative 
Bedeutung durch Funktionen gegeben werden kann, die speziell parametrisiert werden, um 
den Werten pseudoskalarer MerjgroBen zu entsprechen. Doch die Chiralitat ist eine Eigen- 
schaft, die unabhangig von ihren physikalischen und chemischen Erscheinungen ist : Alles, was 
erforderlich ist, damit ein System chiral ist, ist das Fehlen von Drehspiegelachsen in der 
Symmetriegruppe des Systems. Angenommen, diese Bedingung ist erfiillt, wie kann dann die 
Chiralitat gemessen werden, wenn das System eine abstrakte geometrische Form ist, z.B. ein 
ungleichseitiges Dreieck in der Ebene oder ein asymmetrisches Tetraeder im dreidimensionalen 
Raum? Wie andert sich die Chiralitat als Funktion nur der Form? In dieser Ubersicht be- 
schreiben wir neueste Bemiihungen, diese und damit zusammenhangende Fragen zu beant- 
worten. 

1. Einfuhrung 

1 -Stearoyl-2,3-dipalmitoylglycerin 1 steht als Beispiel fur 
eine Klasse von enantiomerenreinen Triglyceriden ohne 
mefibare optische Aktivitat im sichtbaren und ultravioletten 
Bereich[']. Dieses Ergebnis ist leicht verstandlich, da fur die 
FettsCurereste in den Positionen 1 und 3 gilt: Sie sind ,,in der 
Regel einander sehr ahnlich ..., die Molekiile sind daher ver- 
hlltnismarjig schwach asymmetrisch"['bJ. Eine ahnliche 
Uberlegung liegt der Behauptung zugrunde, darj enantiome- 
renreines 7-Methyl[l-'4C]tridecan 2 ,,would have zero rota- 
tion within experimental error on the most sensitive polari- 
meter now available"[21. 

1 L 

Diese Beispiele, in denen die ,,schwache" Asymmetrie in 
den Strukturen von 1 und 2 offensichtlich die grundlegende 
Ursache fur die fehlende optische Aktivitat der Verbindun- 
gen ist, zeigen, dafi es natiirlich ist, der Chiralitat von Mole- 
kiilstrukturen eine quantitative Bedeutung zuzuweisen, und 
dafi der Grad der Chiralitlt sich in den Werten geeigneter 
MefigroRen mani fe~t ie r t '~ ,~] .  Dariiber hinausgehend ist es 
moglich, die Chiralitat von nahe verwandten Strukturen in 
einer Reihe zu ordneni3] und z.B. von 6-Methyl[l-'4C]- 
undecan und 8-Methyl[l-'4C]pentadecan als ,,mehr" bzw. 
,,weniger" c h i d  als 2 zu sprechen, sowohl beziiglich ihrer 
Molekiilstrukturen als auch beziiglich ihrer chiroptischen 
Eigenschaften Is]. In dieser Ubersicht untersuchen wir einige 
der Arten, wie die Chiralitiit von Molekiilstrukturen, speziel- 
ler ihrer geometrischen Darstellungen, auf eine quantitative 
Grundlage gestellt werden kann. Dabei gehen wir davon aus, 
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da13 Chiralitat eine molekiilinharente Eigenschaft istL6], und 
wir vernachlassigen die Probleme, die sich aus den paritats- 
verletzenden Energiedifferenzen zwischen Enantiomeren er- 
gebenr7- 'I. 

2. Mafie geometrischer Chiralitat 

2.1. Von AbbC Hauy zu Lord Kelvin 

Die Geschichte, die in Pasteurs bedeutsamer Entdeckung 
vom April 1848 gipfelte ~ die Korrelation von kristalliner 
Hemiedrie mit der optischen Aktivitat bei den Tartraten ~ 

begann mit der Beobachtung von hemiedrischen Facetten in 
Quarz (,,quartz plagiedre") durch Abbe Rene Just Hauy, 
dem Begriinder der modernen Kri~tallographie['"~. Ausge- 
hend von Biots Beobachtung, darj die Ebene von linear pola- 
risiertem Licht beim Durchgang durch Quarz und durch 
bestimmte organische Fliissigkeiten und Losungen gedreht 
wird, erkannte Herschelrgb1, daR die Hemiedrie in Quarz zur 
Existenz zweier Arten von Kristallen fiihrt, linkshandigen 
und rechtshandigen, und daD es eine kausale Beziehung zwi- 
schen der Handigkeit der Kristalle und ihrem optischen 
Drehsinn gibt. Herschels Ergebnisse sowie zeitgleiche Stu- 
dien von Biot und Fresnel schufen die Grundlage fur Pa- 
steurs Entdeckung["] und fur seinen Beweis, daR sich in der 
optischen Aktivitiit von Weinsaure deren molekulare Chira- 
litat manifestiert (,,dissymetrie moleculaire")[' 'I. 

Von ihren historischen Wurzeln in der Wissenschaft des 
neunzehnten Jahrhunderts bis heute ist die Chiralitlt in der 
Chemie mit Kristallen und Molekulen verknupft worden. 
Chiralitat ist jedoch eine allgemeine Eigenschaft von Gegen- 
standen oder Formen und erfordert zu ihrer Definition keine 
Verbindung mit der materiellen Welt und den Naturwissen- 
schaften, selbst wenn diese Verkniipfung von groljter Bedeu- 
tung ist['21. Als erster formulierte Lord Kelvin eine Definition 
der Chiralitat, die den inharent abstrakten Charakter des 
Konzepts explizit ausdriickt : ,,I call any geometrical figure, 
or group of points, chiral, and say it has chirality. if its image 
in a plane mirror, ideally realized, cannot be brought to 
coincide with Chiralitat ist somit als das Fehlen 
von Spiegelsymmetrie definiert. Als Eigenschaft kann sie 
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Gegenstanden zugeschrieben werden, ungeachtet dessen, ob 
es sich um Molekulmodelle handelt oder nicht. 

nicht auf geometrische Formen genausogut wie auf geome- 
trische Molekulmodelle und Molekule selbst anwenden zu 
konnen. 

2.2. Klassifizierung der ChiralitatsmaBe 
2.2.2. Die Klassen der ChiraEitatsmaJe 

2.2.1. Der Chiralitatsgrad 

Wir definieren den ,,Chiralitatsgrad" eines Gegenstandes 
als den Wert einer reellen und stetigen Funktion, die dann 
und nur dann Null ist, wenn der Gegenstand achiral ist[14]. 
Der Chiralitatsgrad ist eine absolute GroDe, und sein Wert 
ist deshalb fur beide Enantiomorphe des untersuchten Ob- 
jekts gleich. 

Zusatzlich sollte der Chiralitatsgrad geometrischer For- 
men wie die Symmetriemalje fur konvexe Mengen[15] ahn- 
lichkeitsinvariant sein. Der Grund dafur ist, daD die Chirali- 
tat solcher Gegenstande aus der Form und nicht aus der 
GroDe bestimmt wird und Invarianz bei Ahnlichkeitsabbil- 
dungen den Faktor GroDe eliminiert" 'I. Die Normierung 
der Funktion macht sie dann im Interval1 [0,1] dimensions- 
10s. Wir sehen daher keinen Grund, die ChiralitatsmaBe 

Wir kennen zwei Klassen von MaBen: In der ersten druckt 
der Chiralitatsgrad aus, wie stark sich ein chirdles Objekt 
(oder , ,Chi r~ id"[ '~~)  von einem achiralen Referenzobjekt 
unterscheidet, wahrend er in der zweiten angibt, wie stark 
sich zwei Enantiomorphe unterscheiden. Fur Chiralitats- 
mal3e der ersten Art lautet die Frage, die beantwortet wird : 
Wie verschieden sind ein chirales Objekt und ein achirales 
Referenzobjekt? Fur ChiralitatsmaBe der zweiten Art (oder 
,,UberlappungsmaBe") lautet die Frage: Wie verschieden 
sind die beiden Enantiomorphe eines Chiroids? Das zugrun- 
deliegende Konzept ist ein zwischen einem chiralen und ei- 
nem achiralen Objekt bzw. zwischen zwei enantiomorphen 
Gegenstanden gemessener ,,Abstand"["]. Folgendes Bei- 
spiel sol1 die Unterscheidung zwischen den beiden Klassen 
veranschaulichen. 
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Man betrachte ein Tetraeder K und ein achirales Polyeder 
P, das in K einbeschrieben ist, und bezeichne mit [1prl und [PI 
die Volumina der beiden Polyeder sowie mit P,,, das einbe- 
schriebene Polyeder, fur das R = [P]/[Kj maximal ist. Damit 
ist Pm,, in diesem Modell das Polyeder, das K bis zu seiner 
maximalen Kapazitat ausfullt, d. h. das noch freie Volumen 
von K ist minimal. Kist  offensichtlich dann und nur dann 
achiral, wenn P,,, = K und damit R = 1 ; andernfalls ist K 
chiral. Die Funktion f ( K )  = max{[PJ/[Kl}, definiert in der 
Klasse der Tetraeder, wird dann eine GroBe, die nur fur 
achirale Tetraeder den Wert Eins annimmt. Somit ist die 
Funktion x(K)  = 1 - AK), die den Chiralitatsgrad von K als 
Abweichung vom achiralen Referenzpolyeder P ausdruckt, 
als ein MaB der ersten Art zu betrachten. 

Fur ein analoges MaB der zweiten Art betrachte man wie- 
der ein Tetraeder K und nun sein Enantiomorph K ' .  Wenn K 
und K uberlagert werden, ist K* = K n  K'  ein in K und K 
einbeschriebenes Polyeder. K:,, bezeichne die Schnittmenge, 
fur die R = [K*]/[1prl maximal ist. In diesem Modell ist nun 
Pm,, das Polyeder, das K bis zu seiner maximalen Kapazitat 
ausfiillt, und K ist dann und nur dann achiral, wenn 
K,,ax = K. Der Chiralitatsgrad von K ist nun durch 

nun an, wie stark sich K und K unterscheiden['*]. 
Die Ergebnisse fur beide MaRe sind dann und nur dann 

gleich, wenn K:ax = P,,,,,. In beiden MaBsystemen kannf(K) 
nicht Null (d. h. x(K) nicht Eins) werden, da es immer mog- 
lich ist, ein achirales Polyeder in jedes beliebige Tetraeder 
einzubeschreiben oder ein Paar enantiomorpher Tetraeder 
sich teilweise uberlappen zu lassen. 

In den Abschnitten 2.3 und 2.4 besprechen wir die wesent- 
lichsten Ergebnisse der in Princeton durchgefuhrten Arbeiten. 
Wir wahlten das Tetraeder als Hauptobjekt unserer Untersu- 
chung der geometrischen ChiralitatsmaDe wegen der histori- 
schen Rolle des asymmetrischen (irregularen) Tetraeders in 
der Stereochemie["]. Im Zentrum unserer Untersuchung 
stand die Frage: Was ist das chiralste Tetraeder? Offensicht- 
lich muDte die Antwort vom verwendeten Ma13 abhangen. 
Als erstes wendeten wir deshalb mehrere MaDe auf das un- 
gleichseitige Dreieck an, dessen spezielle Stellung als einfach- 
ste asymmetrische Form in der euklidischen Ebene (E2)  der 
des asymmetrischen Tetraeders im dreidimensionalen Raum 
(E3)  entspricht. Die Ergebnisse unserer Suche nach dem chi- 
ralsten Dreieck sind im folgenden Abschnitt beschrieben. 

x(K) = 1 -AK) mitAK) = %?x{[K*l/[1prl) gegeben; x(K) gibt 

Objekt eingebettet ist. So sind Objekte, die in E" enantio- 
morph sind, in E" + ' durch geeignete Rotationen ineinander 
uberfiihrbar; z.B. ist ein ungleichseitiges Dreieck in E2, nicht 
aber in E3 ein Chiroid. Es gibt zwei Klassen von Punktgrup- 
pen in E2, die cyclischen (C,) und die diedrischen (D"). For- 
men in E2 sind dann und nur dann chiral, wenn sie zu C, 
gehoren, und dann und nur dann achiral, wenn sie zu D,  
gehoren. Alle Chiroide in E2, auDer denen, die zu C,, der 
asymmetrischen Gruppe, gehoren, sind rotationssymme- 
trisch beziiglich eines Punktes in ihrem Zentrum. Eine Form 
E2, die symmetrisch beziiglich der Inversion an einem Punkt 
ist, heiDt punktsymmetrisch; Punktsymmetrie ist deshalb der 
Spezialfall der Rotationssymmetrie, fur den n gerade ist. 
Wenn, und nur wenn die Form beziiglich der Spiegelung an 
einer Geraden symmetrisch ist (Achsensymmetrie), gehort 
sie zu D, und ist deshalb achiral; wenn n > 1, hat die Form 
zusatzlich Rotationssymmetrie. Folglich gehoren ungleich- 
seitige, gleichschenklige und gleichseitige Dreiecke zu C, , D ,  
bzw. D,. 

In der Chemie wird beispielsweise idealisierten Modellen 
chiraler Molekiile, die in Monoschichten eingebaut oder auf 
Oberflachen adsorbiert sindCzz1, ,,zweidimensionale Chirali- 
tat" zugewiesen[231. 

2.3.2. Abweichung von dev Achivalitat 

2.3.2.1. Geometrische Chiralitatsprodukte 

Im Jahre 1890, nur 16 Jahre nach van? Hoffs und LeBels 
revolutionaren Vorschlagen, die Strukturformeln der Che- 
mie in den dreidimensionalen Raum auszudehnen" fuhrte 
GuyerZ4] die erste algebraische Funktion ein, die dazu diente, 
eine pseudoskalare Eigenschaft, die optische Drehung, mit 
der Molekiilstruktur eines Chiroids zu korrelieren. Diese 
dementsprechend ,,produit d'asymetrie" genannte Funktion 
war das erste Beispiel einer Chiralitatsfunktion in der Che- 
mierZ5]. Nach Guye ist das Chiralitatsprodukt P fur ein te- 
traedrisches Koordinationsgeriist, bei dem die Bindungswin- 
kel am zentralen Kohlenstoffatom die eines regularen 
Tetraeders bleiben (der ,,a-Zwang", wobei a der Tetraeder- 
winkel ist), durch Gleichung (a) definiert, in der di der Ab- 
stand vom Molekulschwerpunkt zur i-ten der sechs Ebenen 
ist, die durch die sechs Kanten und den Mittelpunkt des 
Tetraeders definiert werden. 

2.3. Auf der Suche nach dem chiralsten Dreieck 

In Abschnitt 2.3.2 werden zwei ChiralitatsmaBe der ersten 
Art beschrieben, die den ,,Abstand" eines chiralen Dreiecks 
von einem achiralen wiedergeben[201, in Abschnitt 2.3.3 zwei 
ChiralitatsmaDe der zweiten Art, die den ,,Abstand" zwi- 
schen zwei enantiomorphen Dreiecken ausdrucken12']. Aber 
zuvor mussen wir einen kurzen Uberblick uber Symmetrie 
und Chiralitat in E2 geben; dies ist das Thema von Ab- 
schnitt 2.3.1. 

2.3.1. Chiralitat in dev euklidischen Ebene 

Die Chiralitat ist eine extrinsische Eigenschaft, d. h. ihre 
Existenz hangt von der Dimension des Raums ab, in den das 

P(d) kann auch durch Gleichung (b) ausgedriickt werden, 
wobei nil, m2, m, und m4 die vier Massen an den Tetraeder- 
spitzen sind, mit den Abstanden I , ,  12, I ,  bzw. I4 zum zentra- 
len Kohlenstoffatom[261. Wenn die vier Punktmassen in 
Guyes Modell als gleich angenommen werden, dann reduziert 
sich Gleichung (b) zu Gleichung (c), wobei c = [(sincc/2)/4I6. 

1-4 

P(l) = c n (li - I j )  
i >  j 

(c) 
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P(l) ist nur eine Funktion der Geometrie und wird in allen 
Fallen Null, auBer beim asymmetrischen Tetraeder . Geome- 
trische Chiralitatsprodukte wie P(I), die die Form eines geo- 
metrischen Chiroids beschreiben, sind vollstandig in Ein- 
klang rnit Ruchs The~r ie [~ ' .~ ' I .  Dazu stelle man sich vor, 
daB ein regulares Tetraeder t rnit r als dem Abstand vom 
Mittelpunkt zur Spitze so in ein Tetraeder T, dessen Chirali- 
tat durch P(I) gegeben ist, einbeschrieben wird, daI3 der Mit- 
telpunkt von t mit dem Mittelpunkt von T zusammenfallt 
und die Strecken r von t zu den Strecken 1 von T kollinear 
sind. Weil t in T einbeschrieben ist, gilt I - r 2 0. Die vier 
Geradenabschnitte 1 - r sind deshalb die geometrischen 
Aquivalente von Liganden in einem T,-Permutationsgeriist. 
Ruch[28b1 hatte zuvor die Ligandenparameter 2 mit den 
Durchmessern von Kugeln, deren Mittelpunkte sich an den 
Spitzen eines achiralen Permutationsgeriists befinden, ver- 
knupft. Die vorliegende Darstellung rnit /z = 1 - r ruft ein 
ahnliches Bild h e r v ~ r ~ ~ ~ ,  301. 

Diese und verwandte Funktionen konnen auch ahnlich- 
keitsinvariant gemacht werden. Jedoch verdeckt die Kom- 
plexitat der resultierenden Polynome die grundlegenden 
Merkmale, die leicht anhand der weit besser behandelbaren 
Polynome der Chiralitatsprodukte fur Dreiecke zu seheii 
sind. Ein Chiralitatsprodukt fur Dreiecke [Gl. (d)], bei dem 
a, b und c die Seitenlangen sind, unterliegt nicht dem zweidi- 
mensionalen Analogon des u-Zwangs, d. h. dem Zwang, daB 
keiner der Innenwinkel im Dreieck 2n/3 rad uberschreiten 
darf. Somit umfaBt Gleichung (d) alle moglichen Formen 
eines Dreiecks. Im Gegensatz dazu konnen wegen des a- 
Zwangs die Gleichungen (a)-(c) keine chiralen Tetraeder mit 
C,- oder D,-Symmetrie erfassen. 

P(e) = (a - b)(b - c)(c - a )  (dl 

Division durch abc transformiert P(e) in eine ahnlichkeits- 
invariante Funktion, x(e) [Gl. (e)], die im Interval1 [-I, 11 
beschrankt, normiert und dimensionslos ist und deren Abso- 
lutwert den Chiralitatsgrad fur jedes Dreieck mit definierter 
Form liefert. 

Die Form eines Dreiecks ABC kann durch Punkte in ei- 
nem xy-Koordinatensystem dargestellt werden, in dem die 
der Ecke C gegenuberliegende Seite c mit der x-Achse zu- 
sammenfallt, der Mittelpunkt von c der Koordinatenur- 
sprung und c = 1 ist, so dalj die Koordinaten von A, B und 
C (1/2,0), (- 1/2,0) bzw. (x, y) sind (Abb. 1). Damit bestim- 

8(-1/2.01 C A(1/2.01 

Abh. 1. Koordinationssystem und Beaeichnungskonvention fur den Formen- 
raum der Dreiecke, in dem a, b und c in dieser Reihenfolge im Uhrzeigersinn 
angeordnet sind. 

men die Koordinaten von C die Form des Dreiecks. Wir 
werden an der Bezeichnungskonvention in Abbildung 1 
wahrend der ganzen weiteren Diskussion festhalten. 

Die Punkte in der xy-Ebene, die gleichschenkligen Dreiek- 
ken entsprechen, liegen auf einer von drei Knotenkurven, 
abhangig davon, ob a = b [x = 01, a =  c [(x + I /  
2)2 + y 2  = 11 oder b = c [(x - 1/2)2 + y 2  = I]. Abbildung 2 
zeigt zwei der Knotenkurven als Halbkreise mit Radius c = 1 

Abh. 2.  Die Bereiche des Formenraums fur Dreiecke, gerniI3 der Konvention 
in Abbildung 1 hezeichnet. 

und den Mittelpunkfen bei (- 1/2, 0) bzw. (1/2, 0), die die 
dritte Knotenkurve, d. h. die y-Achse, bei (0, @/2), dem 
Punkt, der das gleichseitige Dreieck darstellt, schneiden. Die 
drei Knotenkurven teilen die xy-Ebene in sechs Bereiche, 
von denen jeder alle chiralen (ungleichseitigen) Dreiecke dar- 
stellt, die die jeweils angegebene Ungleichheit der Seiten ge- 
meinsam haben. Die sechs Bereiche zerfallen in zwei Satze, 
die enantiomorphe Dreiecke darstellen: {c < a < b, 
a < b < c ,  b < c < a }  und ( a < c < b ,  b < a < c ,  
c < b < a}.  Weil jedoch die Form jedes ungleichseitigen 
Dreiecks in drei Bereichen dargestellt wird und die seines 
Enantiomorphs in den anderen drei, konnen die sechs Berei- 
che auf zwei reduziert werden, z.B. auf die, in denen c die 
langste Seite ist. Alle Dreiecksformen lassen sich dann in den 
beiden Bereichen a I b < c und b I a I c ohne Mehrfach- 
nennung unterbringen. In Abbildung 2 sind diese Bereiche 
von einem gotischen Bogen umschlossen, dessen Spitze bei 
(0, @/2) liegt und der an zwei Seiten durch Bogen, die zu 
den Knotenhalbkreisen gehoren, und von der dritten Seite 
durch die x-Achse begrenzt wirdL3']. Alle gleichschenkligen 
Dreiecke rnit a = c oder rnit b = c werden durch Punkte auf 
den beiden Bogen, die rnit a = b durch Punkte auf der y-Ach- 
se reprasentiert. Alle Punkte auf der x-Achse entsprechen 
degenerierten Dreiecken, d. h. Dreiecken, deren drei Ecken 
kollinear sind und die deshalb nicht in die Menge der be- 
trachteten Dreiecke aufgenommen wurden. Der Formen- 
raum innerhalb des gotischen Bogens wird auf diese Weise 
von allen drei Seiten begrenzt, ist aber bei y = 0 nicht ge- 
schlossen. 

Die Abhangigkeit von x(e)  von der Dreiecksform wurde 
anhand des Verhaltens der Funktion bei Variation von x fur 
einen gegebenen Wert von y innerhalb der Grenzen der bei- 
den Bogen untersucht. Da c = 1, entspricht dies einer Unter- 
suchung von x(e) als einer Funktion der Dreiecksform fur 
alle Dreiecke rnit einer gegebenen Flache von y/2. 

Abbildung 3 zeigt Auftragungen von x(e) gegen x fur meh- 
rere Werte y. Fur jede der beiden enantiomorphen Dreiecks- 
mengen, a < b < c und b < u c, haben alle Werte von x(e) 
das gleiche Vorzeichen, positiv bzw. negativ, unabhangig 
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Abb. 3. Berechnete Auftragungen des ChiraliMsprodukts x(e) fur  Dreiecke 
gegen x fur die eindeutig bestimmten Bereiche {a i b < c, b < a < c} und meh- 
rere Werte der Hohe y .  Die Hohen werden durch die Zahlen an den Kurven 
angezeigt. 

von der Dreiecksform. Innerhalb des von Ruch et al. entwik- 
kelten konzeptionellen Rahmens kann x(e) deshalb als eine 
Homochiralitatsfunktion charak terisiert werden : Die beiden 
Dreiecksmengen sind zueinander heterochiral, alle Dreiecke 
innerhalb einer gegebenen Menge sind homochiral (d. h. chi- 
ralitatsverwandt), und die Grenze zwischen und um die bei- 
den Mengen reprasentiert die Menge der achiralen Dreiecke. 

Fur jeden Wert von y erreicht x(e) ein Maximum x,,, , das 
vom Betrag her fur beide Mengen gleich, aber von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen ist. Abbildung 3 zeigt eindeutig, daB 
rnit fallenden Werten von y x,,, groRer und zugleich in Rich- 
tung der Grenzen bei x = &1/2 verschoben wird. Beim 
Grenzwert y = 0 besteht c aus den Abschnitten a und b, so 
daR x(e) = - 2x  im Interval1 (- 1/2, 1/2) gilt. Somit wird 
x(e) beim Grenzwert y = 0 ein Malj fur die eindimensionale 
Chiralitat. 

x,,, ist fur Werte von y groljer als 0.5 vernachlassigbar; es 
ist nur fur Dreiecke, die extrem flach, d. h. fur Werte von y 
nahe Null, und extrem schief sind, d. h. fur Werte von x nahe 
& l/2, signifikant. Innerhalb dieses Bereichs verschiebt sich, 
so wie das Dreieck chiraler und schiefer wird, die Ecke C, die 
zum Dreieck rnit xmaX gehort, zu den gebogenen Randern des 
Formenraums. Beim Grenzwert x = & 1/2 und x,,, = T 1 
fallt die Ecke C mit den Ecken A oder B zusammen. Das 
chiralste Dreieck ist deshalb eines, das unendlich flach und 
schief ist, rnit einer Hohe y ,  die beliebig nahe Null ist. Somit 
ist paradoxerweise das chiralste Dreieck einem achiralen un- 
endlich nahe. 

2.3.2.2. Syrnmetriekoordinaten 

Mit dem Problem, wie die Verzerrung eines Molekiils rela- 
tiv zu einer symmetrischeren Referenzstruktur quantifiziert 
werden kann, haben sich Murray-Rust, Burgi und D ~ n i t z [ ~ ~ ]  
befaBt, die versuchten, rnit Aussdgen des Typs ,,das Molekiil 
hat angenaherte T,-Symmetrie" eine quantitative Bedeutung 
zu verkniipfen. In den von ihnen verwendeten Begriffen ist 
eine gegebene Kernkonfiguration durch einen Punkt in ei- 
nem vieldimensionalen Raum reprasentiert, der von den 

Symmetriekoordinaten Si der symmetrischeren Referenz- 
struktur aufgespannt wird. Die Koordinaten der Punkte sind 
durch Verschiebungen entlang der Si-Achsen gegeben, die 
Linearkombinationen der internen Koordinaten sind, die ge- 
ma13 den irreduziblen Reprasentationen der molekularen 
Punktgruppe G der Referenzstruktur transformieren, wobei 
den Ursprung dieses Raums die Referenzstruktur definiert. 
Die GroBe der Verschiebungen dient dann als Grundlage fur 
die Quantifizierung der Deformation der untersuchten Kon- 
figuration relativ zu der der Referenzstruktur. 

Diese Methode ist leicht an das Problem anzupassen, die 
Chiralitatsgrade von Dreiecken abzuschiitzen. Ein von Sym- 
metriekoordinaten aufgespannter ,,Konformationsraum" 
kann konstruiert werden, in dem die Wahl der drei Innen- 
winkel a, f i  und als Basissatz die Ahnlichkeitsinvarianz 
sicherstellt, so da13 jeder Punkt in diesem Raum einer 
Dreiecksform entspricht, unabhangig von deren GroBe. Die 
achirale Referenzgruppe G = D, ist eine zweidimensionale 
Gruppe, die isomorph rnit C,, ist, insofern, als die drei 0"- 

Elemente in E3 Spiegelachsen in E2 entsprechen. Die inter- 
neii Koordinaten r ,  f i  und y transformieren wie A, + E; als 
mit Standardmethoden abgeleitete Symmetriekoordina- 
ten[331 konnen beispielsweise die in Schema 1 angegebenen 
gewahlt werden, wobei sich A auf die Abweichung von den 
Winkeln in der Referenzstruktur, d. h. im gleichseitigen 
Dreieck, bezieht. Jedoch heben sich die positiven und negati- 
ven Abweichungen der Winkel in der A,-Reprasentation 
auf, da ihre Summe immer Null sein muD. Zur Beschreibung 
des Konformationsraums fiir Dreiecke reichen deshalb die 
E-Koordinaten aus. 

S,(A,) = (1/\/5)(Az + A/j + a;.) 
S2,(E) = ( l /vz)(2Ap - AP - Ar)  

S,,(E) = (I@)(AP - Am) 

Schema 1, Symmetriekoordinaten des Konformdtionsraums fur Dreiecke. 

Eine Projektion dieses Raums auf die durch S,, und S,, 
definierte Ebene zeigt Abbildung4. Die Strecken RP, PQ 
und QR bilden die Grenzen des Raums und entsprechen 
degenerierten Dreiecken rnit CI = O", p = 0" bzw. y = 0"; die 
Ecken Q, R und P entsprechen degenerierten Dreiecken mit 
CI = 180", p = 180" bzw. y = 180". Wie in Abschnitt 2.3.2.1 
sind die degenerierten Dreiecke auch hier nicht in die Menge 
der berucksichtigten Dreiecke aufgenommen worden. Der 
Raum hat 3m-Symmetrie; der Drehpunkt der dreizahligen 
Drehachse, 0, stellt das gleichseitige Dreieck dar, wlhrend 
die drei Spiegelachsen nz, m' und rn" rnit den Koordinaten 
(S2b = - l/3S2a), (S2, = 0) bzw. (S,,, = P S , , )  gleich- 
schenkligen Dreiecken rnit CI = y, CI = p bzw. p = y entspre- 
chen. Die Schnittpunkte dieser ,,achiralen Koordinaten" mit 
den Geraden PQ, QR und RP (Schnittpunkt = S) entspre- 
chen degenerierten Dreiecken mit x = y = 90", c( = f i  = 

90" bzw. p = y = 90". Die drei achiralen Koordinaten teilen 
den Konformationsraum in sechs asymmetrische Einheiten, 
die den sechs Permutationen von cx, und y entsprechen; 
zum Beispiel gilt fur alle Dreiecke im Sektor OSP 1' 2 /j 2 x 
und fur alle Dreiecke im Sektor ORS f i  2 7 5 a. Im Gegen- 
satz zum Formenraum fur Dreiecke in Abbildung 2 entspre- 
chen im Konforinationsrauin von Abbildung 4 alle sechs 
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Abb. 4. Diagrdmm des Konformationsraurns fur Dreiecke. Die Einheiten yon 
S,, und S,, sind beliebige WinkelmaRe. Der Raum hat die Symmetrie 3777, rnit 
0 als dem Drehpunkt der dreizdhligen Drehachse und m, M', in" als Spiegelach- 
sen. Der Sektor OSP entspricht einer der sechs asymmetrischen Einheiten. Die 
Bedeutung der Punkte S, T, U und V wird im Text erlautert. 

asymmetrischen Einheiten Dreiecken mit der gleichen Han- 
digkei t [341. 

Ein gegebenes chirales Dreieck wird durch einen Punkt C 
auf einer allgemeinen Lage - d. h. nicht auf irgendeiner der 
speziellen Positionen, die durch die achiralen Koordinaten 
abgebildet werden, - innerhalb irgendeiner der sechs aquiva- 
lenten asymmetrischen Einheiten reprasentiert. Der Chirali- 
tatsgrad solch eines Dreiecks ergibt sich dann aus dem Ab- 
stand von C zum nuchsten Punkt auf einer achirdlen 
Koordinate. Da jede asymmetrische Einheit von zwei achira- 
len Koordinaten begrenzt wird, wird es im allgemeinen zwei 
Abstande (d, und d,) geben, die beriicksichtigt werden miis- 
sen. Zum Beispiel sind in der asymmetrischen Einheit OSP 
die Abstande zu den Koordinaten m' und m'' d, = (1/1/2) 
(AJ - Act) bzw. d2 = ( l / P ) ( A y  - Ap). Der Chiralitatsgrad 
d der Dreiecke wird als der kiirzere der beiden Abstande 
definiert, d. h. d = min{d,, d2}. 

Der Ort des Punktes, der das chiralste Dreieck reprasen- 
tiert, wird, wie im folgenden fur die asymmetrische Einheit 
OSP (Abb. 4) erlautert, erhalten: Die Strecke OT (die allen 
Dreiecken mit p = 60" entspricht) ist die Winkelhalbierende 
des Winkels SOP und reprasentiert somit alle Geometrien, 
die aquidistant zu den beiden diese Einheit begrenzenden 
achiralen Koordinaten sind. Die Projektionen von Punkt T 
auf die achiralen Koordinaten sind die Suprema fur die Ab- 
stande, die innerhalb dieser asymmetrischen Einheit moglich 
sind, und stellen somit die obere Grenze der Abweichung 
von der Achiralitat dar. Daraus folgt, daB das chiralste 
Dreieck einem Punkt entspricht, der T beliebig nahe ist, d. h. 
einem Dreieck, das unendlich flach und nur als Grenzwert 
erreichbar ist, mit einem Winkel von 60" (p), einem anderen 
(a), der beliebig nahe 0" ist, und einem dritten (y ) ,  der be- 
liebig nahe 120" ist. Die Verschiebungen d, und d, von U 
(der Reprasentationspunkt fur ein Dreieck rnit ct = 
p = 30" und y = 120°) und S (siehe oben) relativ zu T sind 
durch die Strecken UT = (l/),h)(Ap - Aa) bzw. ST = 
(l/@)(Ay - AD) gegeben und betragsmaBig gleich. In bei- 
den Fallen ist die Verzerrung rnit einer Gesamtwinkelande- 
rung von 60" verbunden, so daB gilt d, = d, = d = 

(1/1/2)(60") x 42.4". Dieser Wert definiert das Supremum 
fur d im Konformationsraum fur Dreiecke und ermoglicht 
die Normierung von d im Intervall [0, 11. 

Es mu13 betont werden, dalJ die Suche nach dem vom 
achiralen Referenzpunkt und den achiralen Grenzen ent- 
ferntesten Punkt, d. h. dem Punkt, der das chiralste Dreieck 
reprasentiert, nicht auf den in Abbildung 4 gezeigten Kon- 
formationsraum beschrankt ist. Zum Beispiel ist in dem Be- 
reich des Formenraums von Abbildung 2, der mit b < a < c 
beschriftet ist, der Punkt, der am weitesten von den durch 
a = b und a = c definierten achiralen Grenzen entfernt ist, 
auf der x-Achse bei (1/4, 0) lokalisiert und reprasentiert ein 
degeneriertes Dreieck, dessen Seitenverhaltnis 1 : 3 : 4 betragt. 
Das chiralste Dreieck, das beliebig nahe an diesem Punkt 
liegt, unterscheidet sich deshalb in der Form von dem 
Dreieck, das dem Punkt T in Abbildung 4 beliebig nahe ist. 
Wie dieses Beispiel zeigt, hangt die Form eines Extremob- 
jekts, das durch ein ChiralitatsmalJ der ersten Art definiert 
ist, von der gewahlten Darstellung des Objektraums ab. 

2.3.3. Die Nichtubevlagevbarkeit uon Enantiomovphen 

2.3.3.1. Das gemeinsame Volumen 

Diese Methode wurde in Abschnitt 2.2.2 am Beispiel der 
iiberlappenden Tetraeder veranschaulicht. Wenn T' das En- 
antiomorph eines Dreiecks T bezeichnet, das als eine konve- 
xe Menge rnit Innenpunkten aufgefaBt wird, und 
T* = T n  T die Schnittmenge, die sich aus der Uberlappung 
der beiden Dreiecke in E 2  ergibt, 1aBt sich das Problem, das 
chiralste Dreieck zu finden, als die Bestimmung der Bedin- 
gungen, unter denen T* den Maximalwert T:,, erreicht, de- 
finieren. Eine analytische Losung dieses Problems ist alles 
andere als einfach, da unzahlige Anordnungen moglich sind, 
wenn zwei enantiomorphe Dreiecke iiberlagert werden; a 
priori ist alles, was man sagen kann, daB T&x nur ein Poly- 
gon rnit drei, vier, fiinf oder sechs Seiten sein kann. Gliickli- 
cherweise wird das Problem dank eines von Gierit~gL~~' be- 
wiesenen Theorems, daB die maximale Uberlappung nur 
erreicht wird, wenn zwei Bedingungen gleichzeitig erfullt 
werden, einer Losung zuganglich. Die Bedingungen sind fol- 
gende: a) T* muB axialsymmetrisch und b) die Kanten von 
T* miissen Abschnitte aller sechs Seiten der beiden iiberlap- 
penden Dreiecke sein. Ein ChiralitatsmalJ, das mit Gierings 
Bedingungen harmoniert, ist x(T)  = 1 - f ( T )  rnit f ( T )  = 
max {[T*]/[T]:  T* 1st axial symmetrisch und T* c T } ,  wobei 
[q und [T*] die Flachen der entsprechenden Polygone be- 
zeichnen. Die Funktion f ( T )  ist ahnlichkeitsinvariant, nor- 
miert im Intervall [0, I] und gleich Eins, dann und nur d a m ,  
wenn T achiral ist. 

Um den Wert von x(T) fur das chiralste Dreieck, d. h. das 
Supremum der Funktion, zu ermitteln, ist als erster Schritt 
die systematische Untersuchung jeder Klasse von polygona- 
len Schnittflachen erforderlich. Gierings zweite Bedingung, 
daB die Kanten von T:,, Abschnitte aller sechs Seiten der 
beiden uberlappenden Dreiecke sind, schlieBt dreieckige 
Schnittflachen fur alle chiralen Dreiecke aus. Daruber hin- 
aus kann gezeigt werden121b1, daB nur tetra- und pentagonale 
Schnittflachen rnit einem gemeinsamen Winkel bzw. einer 
gemeinsamen Kante als Kandidaten fiirf( T )  betrachtet wer- 
den miissen. Diese Analyse fuhrt zu Gleichung(f) fur die 

T *  
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Geometrie eines Dreiecks T rnit einem gegebenen c/b- oder 
einem gegebenen a-Wert, das dem kleinsten Wert von f ( T )  
fur alle moglichen Schnittflachen von Tmit seinem Enantio- 
morph unter den Bedingungen der maximalen Uberlappung 
entspricht, und zu Gleichung (8) fur das entsprechende MaB. 
In den beiden Gleichungen sind b und c die beiden Seiten von 
T,  deren Verhaltnis am nachsten an Eins liegt, rnit b I c, und 
a ist der Winkel am Eck A (gegeniiber der Seite a), wobei fur 
CI zusatzlich gilt 1 / 2  I cos c1 < 1. 

2 

I+* 
f ( r )  = 

Der Wert vonf(T) fur das chiralste (d.h. am wenigsten 
achirale) Dreieck wird fur a = 0 erreicht. Daraus folgt, daD 
das Supremum von x( T )  nur als Grenzwert angenahert wer- 
den kann. Bei diesem Grenzwert gilt c/b = fi [Gl. (f)], 

f ( T )  = 2/(l/z + 1 )  z 0.828r361 und x(T) = 1 - f ( T )  z 0.172. 
Das chiralste Dreieck ist deshalb unendlich flach, hat eine 
Hohe h beliebig nahe Null und beim Grenzwert h = 0 die 
Seitenverhaltnisse c/b = 1/2 und a/b = fi - 1. Am Supre- 
mum ware das Dreieck vollkommen in einen Geradenab- 
schnitt abgeflacht. 

Der kleine Grenzwert von x( T )  ist besonders bemerkens- 
wert, denn er zeigt, daB die Flache eines jeden Dreiecks min- 
destens zu 82.8 % durch die Uberlappung des Dreiecks rnit 
seinem Spiegelbild in E 2  bedeckt werden kann. 

2.3.3.2. Hausdorff’Abstande 

Die Kernpositionen in einem starren Molekulmodell kon- 
nen durch eine diskrete Menge von Punkten in E3 dargestellt 
werden. Der Hau~dorff-Abstand[~’“~ zwischen den Mengen 
ist deshalb eine naturliche Wahl fur ein ChiralitatsmaR. 

Man betrachte zwei nicht leere und begrenzte Mengen Q 
und Q’ und bezeichne rnit 6(Q,q’) den kiirzesten Abstand 
zwischen einem Punkt q ‘ E Q  und der Menge Q sowie rnit 
6(Q’,q) den kurzesten Abstand zwischen einem Punkt q E  Q 
und der Menge Q .  Des weiteren sei p(Q,Q) = 

sup 6(Q,q’) und p(Q’,Q) = sup6(Q’,q). Dann ist der Haus- 

dorff-Abstand zwischen Q und Q durch h(Q,Q’) = 

h(Q‘,Q) = max{e(Q,Q’); e(Q’,Q)} gegeber~~~’~] .  Wenn Q und 
Q geometrische Objekte oder Punktmengen im euklidischen 
Raum sind, hangt der Wert von h(Q,Q’) von der relativen 
Orientierung von Q und Q ab. Indem die Position des einen 
beziiglich der des anderen durch Schraubenversetzungen va- 
riiert wird, ist es moglich, h(Q,Q’) zu andern und zu guter 
Letzt zu hmin(Q,Q’), das der besten Uberlagerung entspricht, 
zu minimieren. 

Fur Q‘ als dem Spiegelbild von Q definieren wir ein 
ahnlichkeitsinvariantes Hausdorff-ChiralitatsmaB f ( Q )  
[GI. (h)], in dem d(Q), der ,,Durchmesser“ von Q, der Maxi- 
malabstand ist, der zwischen zwei beliebigen Punkten von Q 
moglich ist. Diese Funktion ist im Interval1 [0, I] normiert, 
und sie ist gleich Null dann und nur dann, wenn Q achiral 

q’  EQ’ 4 EQ 

ist[38, 391 

Da das Hausdorff-ChiralitatsmaD fur Dreiecke ahnlich- 
keitsinvariant ist, kann der langsten Seite ohne Verlust der 
Allgemeingiiltigkeit die Einheitslange zugewiesen werden. 
Dann gilt f(Q) = hmi,(Q,Q). Wie andere ChiralitatsmaDe 
der zweiten Art ist das Hausdorff-MaD von der Art her kom- 
binatorisch, d. h. es erfordert die Analyse von vielen ver- 
schiedenen uberlagerungen eines gegebenen Dreiecks T und 
seines Spiegelbilds T .  In unserem Ansatz zur Losung dieses 

haben wir auf eine numerische Analyse zu- 
riickgegriffen, in der eine multidimensionale Hyperflache 
auf der Suche nach dem zu hmi,(Q,Q’> gehorenden globalen 
Minimum durchforscht wird. Die Dreiecke werden in E 3  als 
physikalische Objekte dargestellt, in denen Einheitsmassen 
an den drei Ecken zentriert sind. Ein gegebenes Dreieck Q 
wird so plaziert, dab sein Schwerpunkt am Ursprung des 
kartesischen Koordinationssystems und die Haupttragheits- 
achsen entlang den Achsen des Koordinatensystems sind; 
dies wird durch Diagonalisierung des Tragheitstensors und 
Verwendung der Eigenvektoren zur Konstruktion einer Ro- 
tationsmatrix fur das Dreieck erreicht. Der groRte Eigenwert 
des Tragheitstensors wird entlang der z-Achse ausgerichtet, 
so daB Q in der xy-Ebene liegt. Diese Position von Q im Ko- 
ordinatensystem wird wahrend der Minimierung nicht ver- 
andert. 

Die Uberlagerung von Q und Q erfordert zwei Variable (u 
und w), die die Translation von Q’ in der xy-Ebene entlang der 
x- bzw. y-Achse beschreiben, und eine dritte ( O ) ,  die die 
Rotation um die z-Achse beschreibt. DemgemaR giltf(Q) = 

min {h(Q,Q’,u,w,O)}. Schraubenversetzungen von Q’ beziig- 

lich Q werden so lange ausgefiihrt, bisf(Q) als Funktion von 
u, w und Q nach dem Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shan- 
no(BFGS)-Verfahren minimiert i~ t [~ ’ ] .  Auf diese Weise kann 
,f(Q) fur jedes beliebige Q berechnet werden. 

Wir zeigten in Abschnitt 2.3.2.1, daR alle chiralen Drei- 
ecksformen durch eine Konstruktion reprasentiert werden, 
in der die Ecken A und B bei (1/2, 0) bzw. (- 1/2, 0) liegen 
und die dritte, C(x,y), in einer der beiden heterochiralen 
Bereiche, die in Abbildung 2 rnit a < b < c und b < a < c 
beschriftet sind. Das chiralste Dreieck, das dem Supremum 
vonf(Q) entspricht, mu13 in einem dieser Bereiche liegen und 
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Abb. 5. Das Hausdorff-ChiralitltsmaD fur Dreiecke, berechnet auf einem 
0.02-Einheiten-Gitter entlang den x- und y-Achsen, als Dichtedarstellung. Die 
Werte der Funktion sind durch Schattierungen symbolisicrt, dunkiere Schattie- 
rungen zeigen hohere Werte an. Der Formenraum ist der rnit a < b < c in 
Abbildung 2 bezeichnete Bereich. 
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sein Enantiomorph im anderen. Wir durchsuchten deshalb 
den Bereich a < b < c mit der Gittermethode nach 
max{f(Q) =f(x,y)) .  Die in Abbildung 5 dargestellten Er- 
gebnisse zeigen, daD es nur ein zudem relativ flaches Maxi- 
mum im mittleren Teil des Bereichs gibt. Die Maximierung 
nach dem BFGS-Verfahren liefert den Punkt im ganzen Be- 
reich mit dem groBten Wert von f (x ,y) .  Dieser Punkt ent- 
spricht dem chiralsten Dreieck: f ( x , y )  x 0.196, M z 21.5", 
x 44.2", y x 114.3". Die Orientierungen von Q bezuglich 

Q, die der optimalen Uberlappung fur dieses Dreieck ent- 
sprechen, sind in Abbildung 6 gezeigt. Unsere Berechnungen 

tY *- 
Abb. 6. Optimierte Orientierungen van Q bezuglich Q fur das chiralste 
Dreieck nach dem Hausdorff-MaB, ermittelt aus den Ahstinden der Ecken. Die 
Position von Q (dicke Linien) in der .uy-Ebene rnit dem Schwerpunkt im Ur- 
sprung wird nicht verandert. Die Uberlappungsbereiche sind axialsymmetrisch. 
Die Spiegelachsen sind gestrichelt. Die ChiralitatsgradeffQ) sind 0.196 (oben 
links), 0.197 (oben rechts) und 0.201 (unten), d. h. sie sind innerhalb der Fehler- 
grenzen der Berechnung identisch. 

ergaben erstens, daB in allen drei Orientierungen eine Spie- 
gelachse den Uberlappungsbereich durchlauft, und zweitens, 
dalj diese nie durch den Ursprung des Koordinatensystems 
geht; die Bedeutung dieser Beobachtung wird in Ab- 
schnitt 2.3.4 erortert werden. 

2.3.4. Vevgleich dev Ergebnisse 

Die Hauptfolgerung dieser Studie ist, daB jedes Chirali- 
tatsmal3 eine andere Antwort auf die Frage nach der Form 
des chiralsten Dreiecks liefert. Obwohl drei der MaDe als 
chiralstes Dreieck eines ergeben, das unendlich flach istr4'], 
unterscheiden sich die jeweiligen Grenzformen. So haben 
zwar die Extremdreiecke zu den in Abschnitt 2.3.2 beschrie- 
benen MaDen der ersten Art das gleiche Seitenverhaltnis 
(1 : 1 :O ) ,  aber die Verhaltnisse der Innenwinkel sind ver- 
schieden (0" : 0" : 180" und 0" : 60" : 120"), wahrend in dem Fall, 
in dem die Verhaltnisse der Innenwinkel gleich sind 
(Oo : 0" : 1 SO'), die Seitenverhaltnisse unterschiedlich sind 
(1 : 1 : O  und 1 :3:4). Das in Abschnitt 2.3.3.1 beschriebene 
UberlappungsmaB liefert ein Dreieck, dessen Seitenverhalt- 
nis, l:l/@:(I -l/fi), sich von dem unterscheidet, das 
durch die beiden MaBe in 2.3.2 gegeben ist. Was das Haus- 
dorff-Ma0 betrifft (Abschnitt 2.3.3.2), ist es a priori klar, 
da13 das chiralste Dreieck, das durch max{hmi,(Q,Q')} defi- 

niert ist, nicht unendlich flach sein kann - und in der Tat ist 
es das auch nicht -, da unter den Bedingungen der optimalen 
oberlappung zwei unendlich flache enantiomorphe Drei- 
ecke beliebig genau zu uberlagern sind, so daB hmim(Q,Q) 
beliebig nahe Null ist. 

DaR Form und Chiralitatsgrad eines Dreiecks vom Ma13 
abhangen, kann durch das Beispiel des chiralsten rechtwink- 
ligen Dreiecks weiter veranschaulicht werden (Tabelle 1) .  

Tabelle 1. Vergleich der Ergebnisse von vier unabhangigen ChiralitiitsmaBen 
fur zwei ausgewablte recbtwinklige Dreiecke. 

Ma0 chiralstes rechtwinkliges Dreieck rechtwinkliges Dreieck 

[Abschnitt] u ["I x [a] rel. x [b] x [a] rel. x [b] 
mit 01 = 30" 

Geometrie 
[2.3.2.1] 18.8 0.074 0.074 0.057 0.057 
Symmetrie 

Uberlappung 
[2.3.3.1] 37.5 0.115 0.669 0.073 0.423 
Hausdorff 
12.3.3.21 35.2 0.141 0.719 0.106 0.541 

[a] Chiralitatsgrad. [b] Chiralitatsgrad relativ zu dern des chiralsten Dreiecks. 

[2.3.2.2] 30.0 0.500 0.500 0.500 0.500 

GemaR dem in Abschnitt 2.3.3.1 beschriebenen Uberlap- 
pungsmal3 ist die Form dieses Dreiecks durch arccos 
2-1'3x 37.5" gegeben und sein Chiralitatsgrad durch 
(21'3 +1) "N 0.115r2'a1. Innerhalb des Formen- 
raums, der durch den gotischen Bogen in Abbildung 2 (und 
5) definiert wird, werden alle rechtwinkligen Dreiecke durch 
Punkte auf einem Kreis vom Radius 1/2 mit dem Mittel- 
punkt bei (0, 0) reprasentiertrZoa1. Die hochsten ChiralitBts- 
grade auf diesem Kreis sind 0.074 fur das Chiralitatsprodukt 
und 0.141 fur das Hausdorff-MaD, und die entsprechenden 
Formen der rechtwinkligen Dreiecke sind durch CI z 18.8" 
bzw. 35.2" gegeben. In Abbildung 4 entspricht dem chiral- 
sten rechtwinkligen Dreieck in der asymmetrischen Einheit 
OSP der Punkt V; gemalj diesem Ma13 ist der Chiralitatsgrad 
(1/fi)30° x 21.2" und M = 30°120b1. Tabelle 1 enthalt auljer- 
dem die Chiralitatsgrade der chiralsten rechtwinkligen 
Dreiecke fur alle vier MaRe relativ zu den jeweiligen Supre- 
ma. Auch fur das rechtwinklige Dreieck mit M = 30" liefern 
die vier MaBe verschiedene Chiralitatsgrade (Tabelle 1). 

Eine funfte Funktion, ~ ( 0 )  = sin48, bei der f3 einer der 
beiden spitzen Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck ist, 
erfullt ebenfalls alle Bedingungen fur ein ChiralitatsmaD. 
Diese Funktion erreicht ihr Maximum bei 8 = 22.5", und 
x = 0.866 fur 0 = 30"; diese Werte mussen mit den entspre- 
chenden Eintragungen in Tabelle 1 verglichen werden. Die 
spezielle Bedeutung dieser Funktion liegt darin, dalj sie eine 
aus der Familie der ChiralitatsmaRe ist, die die Form 
~ ( 0 )  = sin no  haben, stetig, im Interval1 [I, - 11 normiert und 
mit entgegengesetzten Vorzeichen fur enantiomorphe Objek- 
te versehen sind und die verschwinden, wenn, und nur wenn 
die Objekte achiral sind. Betrachtet man beispielsweise eine 
Anordnung von zwei Geradenabschnitten rnit gleicher Lan- 
ge, deren Mittelpunkte durch eine dritte Strecke endlicher 
Lange verbunden sind, die senkrecht zu beiden ist und als 
Drehachse dient, dann ist die Chiralitat dieser Anordnung 
eine Funktion des Torsionswinkels B der beiden G e r a d e t ~ [ ~ ~ ]  
und ihr Malj lautet ~ ( 0 )  = sin 0, wenn die Geraden gerichtet 
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sind, und x(8) = sin20, wenn sie es nicht ~ i n d [ ~ ~ ] ;  letzteres 
kann auch als ein MaB fur die Helicitat genommen werden, 
wenn eine Gerade eines schiefen Paares nicht gerichteter Ge- 
raden die Tangente an eine zylindrische Helix und die andere 
kollinear zur Schraubenachse ist[,,, 441. 

Unsere hier beschriebenen Studien haben ergeben, daD die 
beiden UberlappungsmaBe (Abschnitt 2.3.3) wenigstens 
zwei bemerkenswerte Merkmale teilen. Erstens ist gemaI3 
dem Hausdorff-MaB die Vereinigungsmenge von Q und Q' 
unter den Bedingungen der optimalen Uberlappung axial 
symmetrisch (siehe Abb. 6). Dies deckt sich mit der ersten 
von Gierings zwei Bedingungen, die auf das Ma13 der ge- 
meinsamen Volumina (Abschnitt 2.3.3. l)  angewendet wur- 
den, d. h. daB die optimale Uberlappung nur erreicht wird, 
wenn die Schnittmenge und somit auch die Vereinigungs- 
menge axial symmetrisch sind. Unsere Ergebnisse lassen ver- 
inuten, daB die Vereinigungsmenge K u K' eines,jeden Objekts 
oder Satzes K mit seinem Spiegelbild K' unter den Bedingun- 
gen der optimalen Uberlappung achiral ist. Weitere Unterstut- 
zung fur diese MutmaBung kommt von den Ergebnissen der 
in Abschnitt 2.4.2 erwlhnten Studie. 

Zweitens fallen in keinem der beiden MaBe die Schwer- 
punkte der beiden enantiomorphen Dreiecke unter den Be- 
dingungen der optimalen Uberlappung zusammen. Im Falle 
des Hausdorff-MaDes folgt aus der Tatsache, daB die Spie- 
gelachse nicht durch den Ursprung geht, an dem der Schwer- 
punkt vom Q liegt (Abb. 6), sofort, daD der Schwerpunkt 
von Q' nicht auch am Ursprung liegt. Im Falle des MaDes der 
gemeinsamen Volumina kann man leicht zeigen, daB fur te- 
tra- und pentagonale Schnittflachen von T und T' mit einem 
gemeinsamen Winkel bzw . einer gemeinsamen Kante die 
Schwerpunkte nicht auf der Spiegelachse von T* liegen. In 
beiden MaBen fallen die Schwerpunkte nur zusammen, wenn 
das Dreieck achiral ist. 

2.4. Auf der Suche nach dem chiralsten Tetraeder 

Die Definition eines Chiralitatsmarjes fur Tetraeder ist we- 
sentlich komplizierter, als es fur Dreiecke der Fall ist. Er- 
stens benotigt man fur die Beschreibung eines Tetraeders 
funf unabhiingige Parameter, wahrend fur ein Dreieck be- 
reits zwei, z.B. zwei Winkel, genugen. Zweitens mussen fur 
ein Tetraeder drei chirale Symmetriegruppen in Betracht ge- 
zogen werden (C,,  C, und D2)[451, wahrend fur Dreiecke C, 
die einzig mogliche chirale Syminetriegruppe ist. Deswegen 
haben wir uns auf die Entwicklung von zwei MaRen be- 
schrankt, von jeder Sorte eins[21c1. In Abschnitt 2.4.1 werden 
erste Ergebnisse beschrieben, die rnit der Methode der Sym- 
metriekoordinaten erhalten wurden. Diese wurde wegen ih- 
rer Verwandtschaft zur kristallographischen Analyse ge- 
~ a h l t [ ~ ~ ] .  Die in Abschnitt 2.4.2 beschriebene Hausdorff- 
Methode wurde aus mehreren Grunden gewahlt. Erstens ist 
diese Methode rechnerisch wesentlich einfacher durchzufuh- 
ren als MeBmethoden auf der Basis des gemeinsamen Volu- 
mens. Zweitens kann, wie bereits erwahnt, der Hausdorff- 
Abstand zwischen zwei Punktmengen in enantiomorphen 
geometrischen Gebilden als Ausdruck der entsprechenden 
Abstande zwischen Kernpositionen enantiomerer Molekule 
gesehen werden, wahrend die auf Uberlappungsvolumina 
basierenden MeBmethoden die Annahme einer gleichformi- 
gen und kontinuierlichen Verteilung von Massenpunkten in- 

nerhalb des Modells erfordern, statt der physikalisch realisti- 
scheren Lokalisierung von Materie in definierten Regionen. 
SchlieBlich konnte es bei Benutzung der Hausdorff-Methode 
moglich sein, durch die Einbeziehung chemischer oder physi- 
kalischer Parameter eine Verbindung zur Welt pseudoskala- 
rer MeSgroDen zu erreichen. 

2.4.1. Abweichung von dev Achivalitat 

Deformationen der tetraedrischen Umgebung des Koh- 
lenstoffatoms, speziell in Methan uiid im C(C),-Fragment 
von Neopentan, haben in der Vergangenheit einige Auf- 
merksamkeit auf sich g e z ~ g e n [ ~ ~ I .  In allen Fallen lag das 
Augenmerk auf der Abflachung der T,-Struktur zu einer 
rechtwinklig planaren (D,,,) oder quadratisch planaren (D4J 
Struktur. Die erste Deformation konnte durch eine diagona- 
le Verdrehung zweier gegenuberliegender Kanten unter Er- 
halt der D,-Symmetrie des Tetraeders erreicht werden, die 
zweite durch eine Verkurzung entlang einer C,-Achse, die die 
D,,-Symmetrie erhalt. 

Luef et al.[46c1 verwendeten den Symmetriekoordinaten- 
ansatz, um die Winkelverzerrungen am zentralen Kohlen- 
stoffatom im C(C),-Fragment einiger substituierter Spi- 
ro[4.4]nonane zu analysieren. Tm Gegensatz dazu ent- 
schlossen wir uns, die Form eines Tetraeders durch einen 
Satz von zwolf facialen Winkeln zu beschreiben, von denen 
jeweils drei an einer Spitze liegen. Dieser Basissatz stellt die 
Ahnlichkeitsinvarianz sicher. Jeder Winkel kann durch ei- 
nen Satz von drei Zahlen beschrieben werden, die die Spitzen 
beschreiben, die ihn einschlieI3en; beispielsweise ist 8123 der 
Winkel an 2 zwischen den Spitzen 1, 2 und 3. Fur jeden 
Winkel geben wir die drei beteiligten Spitzen gegen den Uhr- 
zeigersinn an. 

Dieser Basissatz transformiert gemXi A, + E + T,. Der 
sechsdimensionale Konformationsraurn fur Tetraeder kann 
deshalb in drei Unterraume der Dimensionen eins, zwei und 
drei zerlegt werden, deren Symmetriegruppe 1, 3m bezie- 
hungsweise 43m ist. Die Symmetriekoordinaten sind dann 
gemaB Schema 2 gegeben. 

S,(A,) = (l/l/iZ)(A0132 + A0213 + A0321 + A8241 + A8124 
+ ~ 8 4 1 2  + ~ 0 3 1 4  + ~ 0 4 3 1  + ~ 0 1 4 3  + ~ 8 4 2 3  + 68342 
+ A0234) 

- ~ 0 4 1 2  + 288314 - ~ 0 4 3 1  - ~ 0 1 4 3  + 2 ~ 0 4 2 3  - ~ 0 3 4 2  
- ~ 0 2 3 4 )  

S,,(E) = (1/@)(2A0132 - A8213 - A0321 + 280241 - AH124 

= (3/1//%)(0132 + 0241 + 0314 + (3423 - 240") 
S,,(E) = (I/fi)(A0213 - A8321 + A8124 - A0412 + A0432 - A8143 

+ A0342 - A0234) 
S,,(T,) = (I/fi)(2A0132 - A0213 - A0321 + 2A0241 - A0124 

- A0412 - 2A8314 + A8431 + A8143 - 280423 + A0342 
+ A0234) 

= (3/@)(0132 + 0241 - 8314 - 8423) 
S,,(T,) = (1/fi)(2A0321 - A0132 - A0213 + 2A0143 - A0314 

- A0431 - 2A8412 + A8241 + A0124 - 2A8234 + AH423 
+ ~ 0 3 4 2 )  

= (3/fi)(8321 + 0143 - 8412 - 8234) 
s,,(T,) = ( i / f i ) ( 2 ~ 0 2 1 3  - ~ 0 3 2 1  - ~ 0 1 3 2  + 260342 - ~ 0 2 3 4  

- A0423 - 2A8431 + A8143 + A0314 - 2A8124 + A0412 
+ A8241) 

= (3/fi)(8213 + 8342 - 8431 - 8124) 

Schema 2. Symmetriekoordinaten des Konformationsraums fur Tetraeder. 

1020 Angew. Chem. 1992, 104, 1012-1031 



Wie im Falle der Dreiecke (Abschnitt 2.3.2.2) sind Ver- 
schiebungen entlang S, immer Null, da die Summe der Win- 
kel fur jede Seite immer 180" betragen muB. Daher brauchen 
wir nur die E- und T,-Unterraume des Konformationsraums 
zu beriicksichtigen. Dariiber hinaus kiirzt sich fur diese Rau- 
me der Wert des idealen Winkels (60") in den Ausdriicken fur 
die Symmetriekoordinaten heraus, so dab die Abweichungen 
(A) gestrichen werden konnen, was zu den in Schema 2 eben- 
falls angegebenen vereinfachten Ausdrucken fiihrt. 

Man kann die Form des E-Unterraums ermitteln, indem 
man keine Verschiebungen entlang der T,-Symmetriekoordi- 
naten zulal3t -was zum Beispiel zu Tetraedern rnit D,-Sym- 
metrie fiihrte - und dann die maximalen Verschiebungen, die 
entlang S,, und S,, moglich sind, betrachtet (Abb. 7). Die 

Abb. 7 .  Dreieckiger E-Unterraum (PQR) des Konformationsraums fur Tetra- 
eder. Die Linien m, m' und m" sind Spiegelachsen, der Ursprung (0) stellt einen 
Punkt dreifacher Rotationssymmetrie dar; die Symmetrie des Raums ist 3m. 
ORX ist eine der sechs asymmetrischen Einheiten, innerhalb der die Strecke OU 
D,-symmetrische Tetrdeder mit steigendem Chiralititsgrad reprdsentiert. Das 
Dreieck YZX markiert die Tetraederverzerrungen, die durch die Kanten der 
Oktaederflache ABC des TJJnterraums (Abb. 9) beschrieben werden. Auf- 
grund dieser Konstrnktion kann YZX als eine Oktaederflache angesehen wer- 
den. wobei m, m' und m" Spiegelebenen, der Punkt 0 eine dreizahlige Drehachse 
und der Bereich OTX eine asymmetrische Einheit darstellen. 

Bereiche der E-Unterraume, die solchen Tetraedern zugang- 
lich sind, werden durch die geometrischen Beschrankungen 
des Wertes, den ein facialer Winkel einnehmen kann, limi- 
tiert. Zum Beispiel bewirkt eine Verschiebung entlang S,, in 
die + -Richtung eine Verkurzung des Tetraeders entlang der 
C,-Achse, die durch die Kanten 12 und 34 verlauft und die 
D,,-Symmetrie erhalt : Das Maximum der Verzerrung ist er- 
reicht, sobald die Kanten coplanar werden, wenn also der 
Winkel 81 32 (und die symmetrieaquivalenten Winkel 8241, 
0314 und 0423) 90" wird. Eine Verschiebung in die --Rich- 
tung bedeutet eine Streckung entlang derselben C,-Achse: 
Hier ist das Maximum erreicht, wenn 8132 0" wird, also die 
betreffenden Kanten unendlich weit voneinander entfernt 
sind. Im Grenzfall entsprechen diese beiden Konformatio- 
nen abgeflacht bzw. linear (Dmh) degenerierten Tetra- 
edern, die in Abbildung 7 durch die Punkte Y beziehungs- 
weise P wiedergegeben werden. Die Symrnetriekoordinate 
S,, entspricht darum einer achiralen Koordinate (m'). Zwei 
weitere derartige Koordinaten (Linien m und m" in Abb. 7), 
die Stauchungen und Streckungen entlang der anderen C,- 
Achsen entsprechen, konnen in Winkeln von 120" und 240" 
zu S,, gefunden werden. Die Form des resultierenden zwei- 

dimensionalen Konformationsraums ist dreieckig (3m-Sym- 
metrie), wie es auch bei den Dreiecken (Abb. 4) der Fall war. 
Verschiebungen in die + - und - -Richtungen der Achse S,, 
entsprechen digonalen Verdrehungen der Kanten 12 und 34 
um ihre C,-Achse im bzw. gegen den Uhrzeigersinn, so daR 
der Winkel 0132 unverandert 60" bleibt und keine Abfla- 
chung oder Verkurzung entlang dieser C,-Achse auftritt. 
Entsprechend sind die Grenzkonformationen rechteckig- 
planar (D,,J mit Kantenlangen im Verhlltnis 1 : fi (Punk- 
te U und V in Abb. 7). Entsprechende Koordinaten fur Ver- 
drehungen um die anderen beiden C,-Achsen konnen in 
Winkelabstanden von 120" und 240" gefunden werden; diese 
sind aber in Abbildung 7 nicht eingezeichnet. Die Kanten 
des Unterraums entsprechen degenerierten Tetraedern, de- 
ren Spitzen coplanar - bei den Punkten P, Q und R sogar 
kollinear - sind. So entspricht beispielsweise die Linie RX 
der Transformation von einern linear (Dmh, Punkt R) iiber 
einem rechteckig-planar (D,,, Punkt U) zu einem quadra- 
tisch-planar (D4h, Punkt X) degenerierten Tetraeder; ent- 
lang der Linie XP findet die umgekehrte Transformation 
statt. 

In Analogie zu den Dreiecken wird das chiralste Tetraeder 
mit D,-Symmetrie auf der Winkelhalbierenden zwischen 
zwei benachbarten achiralen Koordinaten liegen. Beispiels- 
weise ist die Strecke OU in der asymmetrischen Einheit ORX 
die Winkelhalbierende des Winkels, der von OR und OX 
eingeschlossen wird, wobei sich das chiralste Tetraeder am 
Punkt U befindet. Wie bei den Dreiecken reduziert sich aber 
die Dimensionalitat um eins, sobald dieser Punkt erreicht 
wird, so daR das chiralste D,-Tetraeder wieder nur als Grenz- 
konformation erreicht werden kann. Diese Grenzkonforma- 
tion ist ein ebenes Rechteck rnit dem Seitenverhaltnis 1 :fi, 
so daR Winkel von 30", 60" und 90" in jeder der vier Tetra- 
ederflachen auftreten (Abb. 8 links). Wie es auch beim 

Abb. 8 .  Links: Darstellung der Grenakonfomdtion des chiralsten D,-Tetra- 
eders, dessen Flachenwinkel mit dem Ma13 von Abschnitt 2.4.1 30', 60" und 90" 
sind. Rechts: Schematische Darstellurig der Grenzkonformation des chiralsten 
C,-Tetraeders mit Angabe der Grenzwerte fur die Flachenwinkel (siehe [47]). 
Der dieses Tetraeder reprasentierende Punkt ist der Punkt S im E-Unterraum 
(Abb. 7) und der dicke Punkt auf der Kante von AE im T,-Unterraum (Abb. 9). 

Dreieck der Fall war, ist der Punkt U von den nachsten 
achiralen Punkten auf m und m" d, = d, = d = 

(1/2)(30") z 42.4" entfernt ; dieser Wert definiert wieder ein- 
ma1 die kleinste obere Grenze und ermoglicht damit die Nor- 
mierung von d irn Interval1 [0, 11. 

Wie schon envahnt, korrespondiert eine Verschiebung 
vom Ursprung des E-Unterraums in Richtung des Punk- 
tes U entlang s,, rnit einer digonalen Verdrehung des Tetra- 
eders um eine der C,-Achsen; rnit anderen Worten: Je star- 
ker ein Tetraeder verdrillt ist, um so hoher ist sein 
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Chiralitatsgrad. Dieses Ergebnis macht intuitiv Sinn im Ex- 
tremfall einer infinitesimalen Deformation beziiglich der Td- 
Symmetrie : Ein Tetraeder mit dieser Symmetrie ist achiral, 
wahrend eines mit einer auch nur winzigen Verdrehung zwei- 
er gegeniiberliegender Seiten chiral ist; und je starker die 
Verdrehung ist, desto groBer konnte auch der Chiralitats- 
grad sein. Das Ergebnis fur das chiralste D,-Tetraeder treibt 
diese Beweisfiihrung zu ihrem logischen Extremum, und die 
offensichtlich contraintuitive Antwort - daB sich das chiral- 
ste Tetraeder infinitesimal nahe an einem achiralen Objekt 
befindet - ist eine Konsequenz der Tatsache, daO die Metho- 
de den Kollaps der Dimensionalitat nicht beriicksichtigen 
kann, der am Extremum auftritt. 

Fur jedes Tetraeder, dessen Verzerrung entlang S,,, S,, 
oder S,, (Schema 2) nicht Null ist, muB auch die Position des 
zugehorigen Punktes im T2-Unterraum bestimmt werden. 
Die Form dieses Raums wird wieder durch die geometri- 
schen Zwange in Tetraedern bestimmt. Wegen der Tetraeder- 
symmetrie des Unterraums (43m) konnte man annehmen, 
daO seine Form ebenfalls tetraedrisch sei. Tatsachlich stellt 
sich aber heraus[21c1, dalj der Konformationsraum eine oktd- 
edrische Form hat, zu der man kommen kann, indem man 
einem Tetraeder die vier Spitzen am Mittelpunkt einer jeden 
Kante abschneidet (Abb. 9). Um die richtige Symmetrie wie- 

s31 

J 
Abb. 9. Oktdedrischer T,-Unterraum des Konformationsraums fur Tetraeder. 
Die Symmetriekoordinaten kann man sich als die C,-Achsen eines regularen 
Tetraeders vorstellen, und der oktaedrische Unterraum (schattiert) kann durch 
Abschneiden der Spitzen an den Mittelpunkten der Kanten konstruiert werden. 
Um die 43nvSymmetrie des Raums wiederzugeben, mulJ man sich das Oktaeder 
zweifarbig vorstellen, wobei benacbbarte Flichen unterschiedlich gefiirbt sind. 
Jedes Paar gegeniiberliegender Oktanten enthalt zusammen sechs asymmetri- 
sche Einheiten. 

derzugeben, sollte man sich das Oktaeder zweifarbig vorstel- 
len, wobei jeweils zwei benachbarte Flachen unterschiedlich 
gefarbt sind. In dieser Beschreibung entsprechen die zwei- 
zahligen Drehachsen des Unterraums den C,-Achsen eines 
Tetraeders, die Mittelpunkte seiner Kanten - zweigeteilt 
durch die C,-Achsen - stellen die auiul3eren Grenzen des Un- 
terraums dar. Die zueinander orthogonalen Symmetriekoor- 
dinaten, die den Raum aufspannen, sind identisch rnit diesen 
zweizahligen Drehachsen: Verschiebungen entlang S,, , S,, 
und S,, entsprechen Verzerrungen des Tetraeders unter Er- 
halt der C,,-Symmetrie. Genauso werden die C,-Achsen des 
Tetraeders durch die dreizahligen Drehachsen des zweifarbi- 
gen Unterraums symbolisiert; diese sind die Koordinaten, 
entlang derer reale Tetraeder rnit C,,-Symmetrie reprasen- 
tiert werden. Jedes Paar gegeniiberliegender Flachen des Ok- 

taeders gibt entweder unendlich gestreckte Tetraeder mit drei 
coplanaren Spitzen und der vierten Spitze in unendlichem 
Abstand (aber moglicherweise in einer Ebene rnit den ande- 
ren) wieder oder unendlich abgeflachte Tetraeder, in denen 
die vierte Spitze innerhalb des Dreiecks liegt, das von den 
iibrigen drei Spitzen gebildet wird. Beispielsweise reprasen- 
tiert die Flache, die durch die maximalen positiven Verschie- 
bungen entlang S3a, S,, und S3c begrenzt wird (Flache ABC 
in Abb. 9), alle degenerierten Tetraeder, in denen die Spitze 4 
innerhalb des Dreiecks aus den Spitzen 1,2 und 3 liegt, wah- 
rend die gegenuberliegende Flache solche Tetraeder darstellt, 
in denen die Spitze 4 einen unendlichen Abstand senkrecht 
zur Ebene der Spitzen 1, 2 und 3 hat. 

Tetraederverzerrungen, die durch die Kanten der Okta- 
ederflache ABC im T,-Konformationsraum reprasentjert 
werden, werden im E-Unterraum von den Kanten des 
Dreiecks YZX (Abb. 7) dargestellt. Jede der anderen Okta- 
ederkanten laljt sich ebenso auf dieses Dreieck abbilden, so 
daB man sich das Dreieck YZX als jede beliebige der Okta- 
ederflachen vorstellen kann. Im Rahmen dieses Modells ent- 
sprechen dann die Linien m, m‘ und m” den Spiegelebenen 
(achiralen Koordinaten) des T2-Konformationsraums, die 
zusammen rnit der dreizahligen Drehachse durch den Mittel- 
punkt der Flache (senkrecht auf dem Punkt 0 stehend) in 
jedem Oktanten des Oktaeders sechs asymmetrische Einhei- 
ten definieren. Eine dieser Einheiten wird durch den Bereich 
OTX (Abb. 7) beschrieben. Da wir aber mit einem zweifarbi- 
gen Oktaeder arbeiten, sind zwei gegeniiberliegende Oktan- 
ten nicht aquivalent. Dies hat zur Folge, dalj jedes dieser 
Oktantenpaare zusammen sechs asymmetrische Einheiten 
enthalt, wobei jede asymmetrische Einheit die Form eines 
Korpers hat, der als zwei trigonale Pyramiden rnit gemeinsa- 
mer Spitze beschrieben werden kann (diese Spitze liegt hier 
im Koordinatenursprung). Je nachdem, ob ein bestimmtes 
Tetraeder entlang der C,-Achse abgeflacht oder gestreckt 
wird, wird es durch die eine oder die andere ,,Halfte“ einer 
asymmetrischen Einheit reprasentiert. 

Der Punkt im T2-Raum, der das chiralste Tetraeder repra- 
sentiert, mulj sich am Rande des Raums befinden (auf einer 
der Flachen), weil jede andere Position, die naher am Ur- 
sprung liegt, diesen Punkt auch in groBere Nahe zu den 
Spiegelebenen bringt, die den Raum aufspannen und sich im 
Ursprung schneiden. Wenn das Dreieck YZX rnit Bezug auf 
die asymmetrische Einheit OTX als eine Flache des T,-Kon- 
formationsrauins angesehen wird, ist klar, daB sich das chi- 
ralste Tetraeder wieder einmal auf der Winkelhalbierenden 
(OU) zwischen den Koordinaten m und m” befinden muB. 
Man erkennt auBerdem, daB der Punkt S einem Punkt auf 
einer der Oktaederkanten am auljersten Ende des Unter- 
raums entspricht. Dieses ergibt, nicht unerwartet, ein dege- 
neriertes Tetraeder, das sowohl planar als auch unendlich 
schief ist. Die rechte Seite von Abbildung 8 zeigt dieses dege- 
nerierte (C,) Tetraeder schematisch, und in Abbildung 9 ist 
der zugehorige Punkt im T,-Unterraum eingetragenr4’1. Im 
Rahmen dieses Ansatzes kann das Dreieck YZX entweder 
die Flache ABE oder die Flache ADE wiedergeben, wobei 
die Eckpunkte in einander entsprechender Reihenfolge ge- 
nannt wurden. Man beachte, daB jede Oktaederkante zwei 
solche Punkte enthalt, insgesamt also 24, was den 24 mogli- 
chen Permutationen der Numerierung des chiralsten Tetra- 
eders in der schematischen Darstellung von Abbildung 8 ent- 
spricht. Der Punkt S hat einen Abstand von d, = d, = d = 
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(fl)(l5') x 56.1" zu seinen nachsten achiralen Nachbarn 
im funfdimensionalen Raum, der von den E- und T,-Symme- 
triekoordinaten aufgespannt wird. Dieser Wert ermoglicht 
wieder eine Normierung auf den Bereich [0, I]. Diese Ana- 
lyse ergibt, daB das chiralste D,-Tetraeder (d = (@)(30") x 
42.4') etwa 76 % der Chiralitat des chiralsten C,-Tetraeders 
hat. 

2.4.2. Die Nichtiiberlagerbarkeit von Enantiomorphen 

Das Hausdorff-Chiralitatsmal3 fur Tetraeder, als f (Q)  in 
Gleichung (h) definiert, erfordert wie das fur Dreiecke (Ab- 
schnitt 2.3.3.2) eine numerische Analyse vieler verschiedener 
Uberlagerungen eines Tetraeders Q rnit seinem Spiegelbild 
Q .  Jedes Tetraeder wird durch ein physikalisches Objekt 
reprasentiert, das aus vier Einbeitsmassen, die sich an den 
vier Spitzen befinden, besteht. Ein gegebenes Q wird rnit 
seinem Massenschwerpunkt so in den Ursprung des kartesi- 
schen Koordinatensystems gelegt, dal3 die Haupttragheits- 
achsen parallel zu den Koordinatenachsen sind. Das Enan- 
tiomorph Q' wird durch die Inversion von Q am Ursprung 
gebildet. Wahrend der Rechnungen bleibt die Position von Q 
unverandert und die Position von Q' wird relativ dazu va- 
riiert. 

Fur ein Tetraeder, wie fur jedes Objekt in E 3 ,  hangt der 
Wert von h(Q,Q') von sechs Variablen ab; drei von ihnen, u, 
v und w, beschreiben die Verschiebungen von Q entlang der 
x-, y- beziehungsweise z-Achse, die anderen drei, & , 0  und w, 
definieren die Drehungen um diese Achsen. Die Bestimmung 
vonf(Q) entspricht somit der Suche nach dem globalen Mi- 
nimum auf einer multidimensionalen Hyperflache - ein be- 
kanntes Problem - und kann rnit Standardcomputermetho- 
den erfolgen, zum Beispiel mit der BFGS-Prozed~r[~'l, die 
erfolgreich bei der Suche nach dem chiralsten Dreieck einge- 
setzt worden war. Diese Prozedur wurde verwendet, um 
h(Q,Q') als Funktion von u, v, w ,  4, Q und w zu minimieren 
[Gl. (i)], wobei d(Q) genauso definiert ist wie fur Glei- 
chung (h). 

Wahrend alle Dreiecksformen durch Punkte des zweidi- 
mensionalen Formenraums von Abbildung 2, eindeutig re- 
prasentiert werden, benotigt der Formenraum fur Tetraeder 
funf Dimensionen. Dieser Raum kann in asymmetrische 
Einheiten unterteilt werden, in denen jede Tetraederform, 
ohne Ausnahme, durch genau einen Punkt reprasentiert 
wird. Jedoch sind asymmetrische Tetraeder, im Gegensatz zu 
asymmetrischen Dreiecken, chiral v e r b ~ n d e n ~ ~ ~ ] .  Daraus 
folgt, dal3 die Punktmenge, die achirale Tetraeder reprasen- 
tiert, eine asymmetrische Einheit nicht in zwei heterochirale 
Regionen unterteilt. Obwohl eine asymmetrische Einheit im 
Formenraum fur Tetraeder in zwei Untermengen unterteilt 
werden kann, von denen jede jeweils die Reprasentation ei- 
nes Enantiomorphs enthalt, ist es nicht moglich, den Ele- 
menten dieser Untermengen jeweils eine gemeinsame Han- 
digkeit zuzuordnen. Dies ist ein Unterschied zu den 
Bereichen in Abbildung 2, von denen jeder einen Satz homo- 
chiraler Dreiecke reprasentiert (Abschnitt 2.3.2.1). Dasselbe 

gilt fur chirale Tetraeder rnit C,- oder D,-Symmetrie, da 
solche Formen kontinuierlich in asymmetrische Formen 
(C,) uberfuhrt werden konne~~[~*] .  

Der Formenraum fur Tetraeder mit den Spitzen A, B, C 
und D wird folgendermaBen definiert: Erstens kann die 
Grol3e des Tetraeders, weil f (Q)  ahnlichkeitsinvariant ist, 
ohne Verlust an Allgemeingultigkeit beschrankt werden, in- 
dem eine Kante (AB) gleich Eins gesetzt wird und alle ande- 
ren Kanten nicht linger als AB sein durfen, so daB d(Q) = 1 .  
2 sei die Schnittmenge zweier Einheitskugeln, deren Zentren 
bei A, (x + 0.5)' + y' + z' = 1, und B, (x - 0.5)' + y2  + 
z2 = 1, liegen. Urn die oben genannte Langenbedingung zu 
erfullen, mussen die beiden anderen Spitzen, C und D, eben- 
falls zu Z gehoren. Jedes Tetraeder kann im kartesischen 
Koordinatensystem so orientiert werden, daB zwei Spitzen 
(A und B) in der xy-Ebene liegen und die anderen beiden 
Spitzen (C und D) sich in einer zweiten Ebene befinden, die 
parallel zur ersten ist und von dieser einen Abstand h hat. 
Abbildung 10 stellt die Menge 2 dar, die auf der positiven 

1 

0.4 - 1  

Abb. 10. Schnittmenge zweier Einheitskugeln, deren Mittelpunkte bei (- 0.5. 
0,O) und (0.5,0, 0) liegen, abgeschnitten durch eine Ebene parallel zur xy-Ebene 
im Abstand 0.5 z .  Diese Schnittmenge beschreibt einen Bereich, der die Spitzen 
eines allgemeinen Tetraeders ABCD enthiilt, wenn die Spitzen A und B die 
Mittelpunkte der Kugeln sind und C und D in dem Plateau mit z = 0.5 liegen. 

Seite der z-Achse durch die zweite Ebene abgeschnitten ist, 
und Abbildung 11 zeigt die Projektion derselben abgeschnit- 
tenen Schnittmenge entlang der z-Achse. Bei jedem beliebi- 
gen Abstand h rnit 0 < h 2 @/2 entspricht das Plateau A 
der Schnittflache zweier uberlappender Kreise mit 
(x + 0.5)2 + y 2  = 1 - h2 und (x - 0.5)* + y2 = 1 - hZ. So- 

Ix-0.5)Z+)=I-h2 Ix+o.5;2+J.I-h2 

Abb. 11. Projektion von Abbildung 10 entlang der z-Achse. 
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wohl C als auch D sind in A enthalten. Um Redundanzen in 
d zu eliminieren, wird C auf den Quadranten von d be- 
schrankt, der durch die positiven Achsenabschnitte von x 
und y begrenzt ist, D auf die Schnittmenge von A mit einer 
kreisformigen Domane, die durch den Kreis (x - xC)' + 
(JJ - yJ2 = 1 (siehe Abb. 11) umschlossen wird, und die y-  
Koordinate von D auf das Interval1 y ,  > y o  2 -yc. Die 
Form eines Tetraeders 1aBt sich darum vollstandig mit einem 
Satz von maximal fiinf Formkoordinaten (h ,  x,, y,, xD, yD) 
beschreiben, wobei die tatsachliche Zahl unabhangiger Para- 
meter eine Funktion der Tetraedersymmetrie ist. 

In jedem D,-Tetraeder miissen aus Symmetriegriinden die 
Kanten AB und CD die Einheitslange haben. Aus dieser 
Bedingung folgt, daB die Form eines solchen Tetraeders voll- 
standig durch zwei unabhangige Variablen, h und xc, be- 
stimmt ist. Um das chiralste D,-Tetraeder, Qa, zu finden, 
mu13 man daher den Punkt in der asymmetrischen Einheit 
suchen, der J'(Q,) = max {f(Q,) =f'(h,x,)} entspricht. Die- 
ser zweidimensionale Raurn ist mit der Gittermethode leicht 
untersuchbar; entsprechende Rechnungen ergaben, daR sich 
innerhalb der asymmetrischen Einheit nur ein Maximum be- 
findet. Dieses Maximum, das rnit der BFGS-Methode lokali- 
siert wurde, entspricht dem chiralsten D,-Tetraeder, 
f(Q,) = 0.221, dessen Flacheninnenwinkel 35.1", 60.5" und 
84.4" betragen. Abbildung 12 zeigt drei optimale Uberlap- 

Abb. 12. Vereinigungsmengen r des laut Hausdorff-Mall chiralsten &Tetra- 
eders Q, mit seinem Enantiomorph Q:. r, hat D,,-Symnietrie, r, und r, haben 
D,,-Symmetrie. Die Formen der Vereinigungsmengen werden durch sich 
durchdringende massive Tetraeder veranschaulicht, obwohl ihre Hdusdorff- 
Chiralititsmak aus den Abstinden zwischen Spitzeu abgeleitet wurden. 

pungen von Q, mit seinem Spiegelbild QH, die alle durch den 
selben Wert von ,f(Q,) charakterisiert sind, die sich aber in 
der Geometrie der Vereinigungsnienge 4 = Q, u Qg unter- 
scheiden. Eine der Vereinigungsmengen, r, , hat D,,-Symme- 
trie, wobei die drei zweizahligen Drehachsen von Q, kollinear 
zu den drei symmetrieverkniipften zweizahligen Drehachsen 
von Q: sind, wahrend die anderen beiden, r, und r,, D2d- 
Symmetrie haben und aus r, durch Drehungen von Q' um 
90" um eine der drei Achsen erhalten werden konnen[491. 

Wahrend bei C,-Symmetrie die CD-Kante nicht genauso 
lang zu sein braucht wie die AB-Kante, miissen die Spitzen 
C und D uber eine zweizahlige Drehachse, die senkrecht auf 
der xy-Ebene steht und durch den Koordinatenursprung ver- 
Iauft, miteinander in Beziehung stehen. Die Form eines C,- 
Tetraeders ist somit vollstandig durch einen Satz von drei 
unabhangigen Variablen, h, x, und y,, bestimmt. Das chiral- 
ste C,-Tetraeder, Qb, lokalisiert rnit der BFGS-Methode, hat 
f ( Q , )  = 0.252; seine Form wird durch die Innenwinkel 
8312 = 45.6", 0132 = 34.7", 8134 = 38.0" und 8314 = 83.4" 
charakterisiert, wobei die C,-Achse die Kanten 12 und 34 
halbiert. Wie im Falle von Q, zeigen unsere Berechnungen, 
daB es drei unterschiedliche Schnittrnengen r, = Q, u Qb 

gibt, die durch denselben f(Q,)-Wert beschrieben werden; 
eine der drei hat C,,-Symmetrie, wobei die zweizahligen 
Drehachsen der Enantiomorphe kollinear sind und deren 
Schwerpunkte zusammenfallen, wahrend die beiden anderen 
C,-symmetrisch sind. 

Fur C,-Symmetrie gibt es keine Einschrankungen, so daB 
alle fiinf unabhangigen Formvariablen bei der Suche nach 
dem chiralsten C,-Tetraeder, Q, , berucksichtigt werden 
miissen. Zuerst wurde die Monte-Carlo-Methode verwen- 
det, um die asymmetrische Einheit nach Zonen zu durchsu- 
chen, die sich durch hohe h(Q,Q')-Werte auszeichnen, und 
die abschliefiende Suche init der BFGS-Methode lokalisierte 
den Q, entsprechenden Punkt mitf(Q,) = 0.255. Die Form 
von Q, unterscheidet sich nur wenig von der von Q,. Wieder 
wird derselbe Wert vonf(Q,) durch mehr als eine Vereini- 
gungsmenge r, = Q, u Q: dargestellt, wobei alle diese Men- 
gen Cs-symmetrisch sind. 

Unsere Berechnungen stiitzen unsere Vermutung in Ab- 
schnitt 2.3.4 stark, daB die Vereinigungsmenge aus einem 
Objekt und seinem Spiegelbild unter den Bedingungen der 
optimalen Uberlappung achiral ist. Weiterhin entspricht der 
beobachtete Trend eines Ansteigens von ,f(Q) bei Abnahme 
der Symmetrie den Ergebnissen, die mit der Methode der 
Syrnmetriekoordinaten erhalten wurden (Abschnitt 2.4.1). 

3. Andere ChiralitatsmaRe 

Unsere in den Abschnitten 2.3 und 2.4 beschriebenen Be- 
miihungen, ChiralititsmaRe zu entwickeln, basierten auf den 
1976 veroffentlichten Uberleg~ngen[~I. Die letzten Jahre ha- 
ben ein Wiederaufleben des Interesses an dieser Materie ge- 
bracht; im folgenden werden wir einige ausgewahlte Unter- 
suchungen vorstellen, die zeitgleich niit und unabhangig von 
uns durchgefuhrt wurden und die die groBe Bandbreite der 
moglichen Zugange belegen sollen. 

3.1. Die Methode van Kuz'min 

Wie in Abschnitt 2.3.2.1 diskutiert, ist das Chiralitatspro- 
dukt eines Molekiilmodells, wie es von Guyer24,261 und 
Ruch et al.r273281 formuliert wurde, das Produkt der Unter- 
schiede geeignet gewahlter Ligandenparameter. Diese Funk- 
tion, die fur achirale Objekte Null wird, ist ein Chiralitats- 
maR der ersten Art. Es ist darum von Interesse festzustellen, 
da13 eine kiirzlich von Kuz'min et aLL501 entwickelte Produkt- 
funktion ein ChiralitatsmaD der zweiten Art ist. 

Bei Kuz'min wird das Modell eines Molekuls, M ,  durch 
einen starren Korper wiedergegeben, der aus einem Satz von 
Punktinassen mi besteht. Der Schwerpunkt dieses Korpers 
befindet sich am Ursprung eines reduzierten Koordinatensy- 
stems, und die Haupttragheitsachsen orientieren sich entlang 
den Achsen eines kartesischen Koordinatensystems. Wenn 
Meine Symmetrieebene hat, muB sein Schwerpunkt in dieser 
Ebene liegen, die zudem zwei der Haupttragheitsachsen ent- 
halt, und wenn A4 eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung 
hat, liegt sein Schwerpunkt auf dieser Achse, die zugleich 
eine der Haupttragheitsachsen istf5 'I. Wenn in einem solchen 
Koordinatensystem eine Drehspiegelung S, an M durchge- 
fiihrt wird, kann S, nur d a m  eine Symmetrie- oder Uberla- 
gerungsoperation sein, wenn M achiral ist; ist M dagegen 
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chiral, so wird S, das nichtuberlagerbare Enantiomorph M' 
generieren. Der Chiralitatsgrad von M kann darum mit einer 
Funktion von ri, den Abstanden zwischen korrespondieren- 
den Puiikten m, und mi in M bzw. M', gemessen werden. Eine 
mogliche Funktion von ri ist unter Berucksichtigung des 
Ausdrucks fur die Trlgheitsmomente der ,,Dissymmetric- 
grad" LD [level of dissymmetry, GI. ($1. LD ist ungleich 

LD = Emir' 
I 

Null, wenn M chiral ist, und je groRer der Wert von LD ist, 
desto hoher ist der Chiralitatsgrad von M .  

Jede Operation S,, die auf M angewendet wird, rnit Aus- 
nahme von S, (Punktspiegelung), erzeugt die drei LDs, die 
den drei Drehspiegelachsen entlang der Haupttragheitsach- 
sen entsprechen. Beispielsweise erzeugt die reine Spiegelung 
S, die Dissymmetriegrade LDSf, LDS: und LDS:. Die 
,,Dissymmetriefunktion" DF, definiert als der geometrische 
Mittelwert der zehn LDs, die aus den Operationen S, bis S, 
resultieren, wird durch Gleichung (k) ausgedruckt, wobei 
LD, mit n =1, 4 und 6 fur (LDSz) (LDSY) (LDs:) und rnit 
II = 2 fur LD, = LDS2 steht. Der Grund fur den Abbruch 
von D F  nach LD, beruht auf der praktischen Uberlegung, 
da13 Verbindungen, deren Symrnetrie S,, mit n > 6 ist, sehr 
selten sind. Gleichung (k) kann jedoch im Bedarfsfall jeder- 

D F  = [(LD,)(LD2)(LD,)(LD,)]1'10 

zeit auf LD, mit n > 6 erweitert werden. Kuz'min et al. ha- 
ben uber diverse chemische Anwendungen ihrer Funktion 
berichtet[s21. 

Eine Eingrenzung der Anwendbarkeit von Kuz'mins An- 
satz, die, wenn auch nicht in der Praxis, so doch vom Prinzip 
her wichtig ist, ruhrt von der Tatsache her, daR bei sphari- 
schen Kreiseln alle drei Haupttragheitsmomente gleich sind 
und die drei Haupttragheitsachsen beliebig gewahlt werden 
konnenr5 'I. Dementsprechend eignet sich dieser Ansatz 
nicht zur Beschreibung von Objekten rnit T-, 0- oder Z-Sym- 
metrie[50b1. Ahnliche Beschrankungen treten bei symmetri- 
schen Kreiseln auf. Es mu0 auch berucksichtigt werden, daI3 
die numerischen Werte der LDs und folglich auch der DFs 
durch Rechenmethoden erhalten werden, die keine Optimie- 
rung der relativen raumlichen Positionen der Enantiomor- 
phe urnfassen. Eine der Bedingungen, die dieser Methode 
auferlegt sind, ist, daR sich die Schwerpunkte beider Enan- 
tiomorphe im Ursprung des reduzierten Koordinatensy- 
stems befinden. Dagegen fallen die Schwerpunkte enantio- 
morpher Dreiecke, wie in Abschnitt 2.3.4 erwahnt, weder 
entsprechend dem Hausdorff- noch entsprecheiid dem MaR 
der gemeinsamen Volumina unter den Bedingungen optima- 
ler Uberlappung zusammen. Dies legt nahe, daR eine opti- 
male Uberlappung unter den Bedingungen von Kuz'mins 
Methode nicht erreicht werden kann. 

3.2. Die Methode von Hel-Or 

Das unterschiedliche Verhalten chiraler und achiraler 
zweidimensionaler Objekte bei der Rotation ist die Basis ei- 
nes Versuchs von Hel-Or et al.[531, ein Chiralitatsmalj zu 
entwickeln. In E 2  erhalt ein statisch achirales Objekt bei der 

Rotation um einen Punkt auf der Spiegelgeraden eine 
,,dynamische Chiralitit" und existiert somit in zwei enantio- 
morphen Zustanden, die durch den Drehsinn (im oder gegen 
den Uhrzeigersinn) charakterisiert ~ i n d [ ~ ~ ] .  Diese beiden Zu- 
stande sind symmetrieaquivalent und haben daher die glei- 
chen skalaren Eigenschaften. Ein statisch chirales Objekt 
wiederum existiert bei Rotation in zwei Zustanden, die durch 
die Kombinationen der konstanten Chiralitat des Objekts 
mit dem Drehsinn charakterisiert sind. Diese beiden Zustan- 
de sind nicht symmetrieaquivalent und sollten im allgemei- 
nen unterschiedliche skalare Eigenschaften aufweisen. Der 
Unterschied in skalaren Eigenschaften, Null bei rotierenden 
achiralen Objekten und nicht Null bei rotierenden chiralen 
Objekten, konnte darum als Basis fur ein ChiralitatsmaR der 
ersten Art venvendet werden. 

Das von Hel-Or et al. zur Auswertung dieses Unterschieds 
erfundene Rechenschema sei durch folgendes Beispiel illu- 
striert. Man stelle sich zwei Objekte vor, ein achirales, das 
wie der Groljbuchstabe M geformt ist, und ein chirales, das 
die Form des GroDbuchstabens F hat, die sich beide in einer 
Ebene voll winziger zweidimensionaler Partikel befinden. 
Wenn das M-formige Objekt in der Ebene um einen Punkt 
auf seiner Spiegelgeraden rotiert, schiebt es unabhangig vom 
Drehsinn dieselbe Partikelmenge auf. Im Gegensatz dazu 
schiebt das F-formige Objekt im allgemeinen bei Drehung in 
die eine Richtung wesentlich mehr Partikel auf als bei Dre- 
hung in die entgegengesetzte Richtung. Die Differenz der 
eingefangenen Partikel nach Rotation ergibt nach vorherge- 
hender Normierung ein Ma0 fur die Chiralitat von M und F. 
Fur das Enantiomorph von F in E 2  ergibt sich dann ein Wert 
mit demselben Betrag, aber umgekehrtem Vorzeichen. Man 
beachte, daR, wie in diesem Beispiel demonstriert, die Unter- 
scheidung zwischen chiralen und achiralen Objekten durch 
Vergleich ihrer Zustande vor und nach (nicht wahrend) der 
Rotation erfolgt; es wird somit also statische und nicht dyna- 
inische Chiralitat bestimmt. 

Ein interessanter Vergleich mit unseren Untersuchungen 
wird durch die Analyse L-formiger Objekte moglich, in de- 
nen das Langenverhaltnis der Schenkel, a/b, variiert. Die 
Chiralitat eines solchen Objekts in E2 erreicht ihr Maximum 
irgendwo zwischen den achiralen Grenzwerten a/b = 1 und 
a/b (oder b/a) = 0, wobei gemaR Hel-Ors Rechenschema die- 
ses Maximum in der Nahe von a/b = 0.5 liegt[53a1. Wenn wir 
das L-formige Objekt als ein rechtwinkliges Dreieck rnit feh- 
lender Hypotenuse ansehen, stellen wir fest, dalj ein Wert 
von circa 0.5 als Seitenverhaltnis gut in den Wertebereich 
fallt (0.34-0.76), der fur das chiralste rechtwinklige Dreieck 
rnit den in Abschnitt 2.3.4 diskutierten funf unabhangigen 
Methoden bestimmt wurde. 

Was die Anwendung dieser Methode in der Chemie be- 
trifft[53b], so ist sie sehr stark eingeschrankt, da das Verfah- 
ren nur fur einfach verbundene binare Formen, wie die oben 
diskutierten M-, F- oder I,-formigen Objekte, funktio- 
r ~ i e r t [ ~ ~ ~ ] .  Aus unserer Sicht noch wichtiger ist aber, da13 
diese Methode nicht in der Lage ist, ,,rechts von links zu 
unterscheiden", sobald zwei enantiomorphe Formen chiral 
miteinander verbunden sind[28b]; wie fruher erwahntf3*], 
mu13 in einem solchen Fall die Chiralitat Null sein, was einem 
chiralen Objekt entspricht, das bei Rotationen im oder gegen 
den Uhrzeigersinn die gleiche Zahl an Partikeln aufsammelt. 
Chiralitat ist aber eine Symmetrieeigenschaft, und ein Chira- 
litatsmalj kann deshalb dann und nur dann Null sein, wenn 
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das betreffende Objekt achiral ist. Da diese Bedingung nicht 
immer erfullt ist, kann man Hel-Ors Methode nicht als ein 
allgemein anwendbares Chiralitatsmalj bezeichnen. 

3.3. Die Methode von Mezey 

Ein Chiralitatsmalj der ersten Art wurde von M e ~ e y [ ~ ~ ]  
entwickelt und beruht auf seinem Ansatz zur Molekiilform- 
analyse[' 7b1. Dieses Ma13 erfordert die Bestimmung der 
Formchiralitat eines Objekts bei unterschiedlichen Auflo- 
sungen. Man betrachte beispielsweise drei geschlossene Kur- 
ven in der Ebene (,,Jordan-Kurven") J1, J, und J3 ,  in deren 
Inneres ,,ausfullende Tiere" (A(J,n)) einbeschrieben sind 
(Abb. 13)[s61. Abbildung 13 zeigt einige Etappen der stufen- 

Abb. 13. Die n-zelligen ausfiillenden Tiere A(J.n) dreier Kurven, J , ,  J2 und J3,  
fur ausgewiihlte Werte von n. Die Kurven J,  und J2 sind chiral, wogegen die 
Ellipse J3 achiral ist (aus [55 b]). 

weisen Erhohung der Auflosung. Auf den niedrigsten Stufen 
sind die Ergebnisse eindeutig unbefriedigend : Fur n = 3 wer- 
den alle drei Kurven durch dasselbe Gittertier A(J,3) ange- 
nahert, obwohl die Kurven unterschiedlich sind, und fur 
n = 5 werden alle drei Kurven durch chirale Gittertiere 
A(J,5) angenahert, obwohl J3 achiral ist. Mit groBer werden- 
dem n und fortschreitender Auflosung wird die auDere Form 
von A(J,n) zunehmend gezwungen, sich der Form der umge- 
benden Kurve anzunahern. Mezey konnte zeigen, daR fur 
jede chirale Kurve eine kritische Auflosung existiert, die 
durch eine endliche Zahl von Zellen, dem ,,Chiralitatsindex" 
no, definiert ist, oberhalb der alle ausfiillenden Tiere chiral 
sind["]. Der Chiralitatsindex wird dann zu einem inversen 
MaB der Chiralitat der Kurve, da bei starker ausgepragter 
Chiralitat der Kurve die erforderliche minimale Auflosung 
geringer, der Wert von no also kleiner wird. 

Die oberen und unteren Grenzen von no sind exakt defi- 
niert. Die erste, no = co, wird nur bei achiralen Kurven er- 

reicht, 2.B. bei J3 in Abbildung 13, da die Zahl der Zellen 
eines ausfullenden Tiers jeden endlichen Grenzwert iiber- 
schreiten kann. Die zweite, no = 4, entspricht J4, dem Um- 
kreis von ,,Tippy", dem vierzelligen Tier mit C,-Symmetrie, 
da kein achirales A(J,n) mit n > 4 in J4 einbeschrieben wer- 
den kann[55d1. Auf dieser Basis kann ein ,,Chiralitatsgrad" 
x(J) definiert werden [GI. (I)], dessen Grenzen, 0 und 1 ,  der 
oberen bzw. unteren Grenze von no entsprechen. 

1 
x(4 = ___ no - 3 

Die Funktion x(J) ist einzigartig unter den Chiralitats- 
maBen, die in dieser Ubersicht diskutiert werden, weil no nur 
ganzzahlige Werte annehmen kann und x(J) deswegen nicht 
kontinuierlich i~t '~' ' .  

Die Technik der Formencharakterisierung, wie sie soeben 
fur Kurven in E 2  beschrieben wurde, kann leicht auf dreidi- 
mensionale Korper iibertragen werden, wobei die Rolle der 
Tiere nun von Polykuben (durch gemeinsame Flachen mit- 
einander verbundene Wiirfel) gespielt wird und die Chirali- 
tat der begrenzenden Oberflachen rnit ausfullenden Polyku- 
ben bestimmt ~ i r d [ ~ ~ ~ ,  'I. Alles ubrige bleibt unverandert, 
und Gleichung (I) gilt weiterhin: Wie zuvor sind die Grenz- 
werte des Chiralitatsindex no = co fur achirale Korper und 
no = 4 fur das dreidimensionale Analogon von ,,Tippy", 
d. h. den C,-symmetrischen Polykubus mit n = 4. 

Das Konzept, das Mezeys Ma0 zugrunde liegt, ist anspre- 
chend, es bleibt aber noch das Problem der Durchfuhrung. 
Wie sollen, wahrend die oberen und unteren Grenzen von no 
exakt definiert sind, die numerischen Werte von no und damit 
der Chiralitatsgrad im allgemeinen Fall bestimmt werden? 
Als konkretes Beispiel betrachte man den Vergleich von J1 
und J, in Abbildung 13: Rein visuell scheint die Chiralitat 
von J1 offensichtlicher zu sein als die von J,; rnit anderen 
Worten, die Form von J2 scheint derjenigen der achiralen 
Ellipse J3 ahnlicher zu sein als die Form von J1. Dementspre- 
chend sollte sich die Chiralitat von J1 bei einer geringeren 
Auflosung manifestieren als die von J2,  weshalb es ange- 
bracht scheint, fur J1 einen kleineren Wert von no als fur J2 
zu envarten. In Ubereinstimmung rnit dieser qualitativen 
visuellen Einschatzung ermittelten Harary und M e ~ e y [ ~ ~ ~ ] ,  
daR no = 8 fur J1 und no = 15 fur J2 gilt. Doch diese Feststel- 
lung ist nicht durch den Beweis untermauert, daR alle ausful- 
lenden Tiere rnit n > 8 ( J J  bzw. n > 15 (J,) chiral sind. Tat- 
sachlich ist der Wert von no im allgemeinen Fall a priori 
unbekannt. Dasselbe gilt fur die Auflosung, die uberpriift 
werden mulj, bevor man den geforderten Beweis liefern und 
no damit mit 100 % Sicherheit bestimmen kann. In der Praxis 
ist es natiirlich moglich, dieses Problem zu umgehen, indem 
man obere Grenzen fur die Auflosung setzt -die willkurlich 
gewahlt werden konnen oder aus aul3eren Bedingungen wie 
der Rechnerkapazitat resultieren - und dann ein Konfidenz- 
niveau fur den erhaltenen numerischen Wert von no ab- 
schatzt. 

4. Moglichkeiten und Grenzen der Chiralitatsmane 

Wir haben gesehen, daR es viele Wege gibt, um sich dem 
Problem der Quantifizierung von Chiralitat zu nahern, und 
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daB es groBe Unterschiede zwischen den verschiedenen Chi- 
ralitatsmaBen gibt. In den folgenden Abschnitten mochten 
wir einige Bemerkungen zur generellen Anwendbarkeit sol- 
cher MaBe bringen. 

4.1. Charakteristika der beiden MaBklassen 

Wir werden zeigen, daB ChiralitatsmaBe der ersten Art, 
die auf der Quantifizierung der Abweichungen von der Achi- 
ralitat beruhen, stark in ihrer Anwendung begrenzt sind, da 
sie ein achirales Referenzobjekt benotigen. Wir beginnen un- 
sere Analyse rnit Beispielen, die aus dem Bereich der Chemie 
stammen. 

Im Geiste von Kelvins Definition (Abschnitt 2.1) hat sich 
unsere Diskussion bis jetzt auf Anwendungen der Chirali- 
tatsmaBe auf geometrische Objekte konzentriert. Als Chemi- 
ker hoffen wir natiirlich, daB sich solche Objekte auch als 
bildhafte M ~ d e l l e [ ~ ~ ]  fur Molekule eignen. Geometrische 
Objekte sind aber starr und sind somit auf die Wiedergabe 
rigider oder quasirigiderf6" Strukturen beschrankt. Bei Mo- 
lekiilen herrscht jedoch kein Mange1 an nichtrigiden, z.B. 
flexiblen oder fluktuierenden Systemen, deren Beschreibung 
durch den Punktgruppenformalismus auf der schnellen Aus- 
tauschzeitskala ,,at the very least is a step removed from 
reality"[611. Fur solche Molekiile sind ,,dynamische Model- 
le"[62] in Form von Reaktionsgraphen oder Supergrup- 
pen[631 angemessenere M ~ d e l l e [ ~ ~ ] .  Wahrend die Uber- 
IappungsmaBe durch molekulare Nichtstarrheit nicht beein- 
flufit werden - fur jede chirale Struktur im Konformations- 
raum existiert das entsprechende Enantiomorph - treten 
ernsthafte Schwierigkeiten bei der Wahl einer achiralen 
Referenzstruktur fur die ChiralitatsmaRe der ersten Art auf. 
Diese Probleme werden akut, wenn ,,chemische Achirali- 

ein achirales Ensemble chiraler Molekiile - 

,,molekulare euklidische Gummihandschuhe" genannt[66] - 
meint, die schnell und ausschliefilich iiber chirale Pfade enan- 
t i omer i~ ie ren [~~~;  sie werden unuberwindlich, wenn die zu 
modellierenden Strukturen topologische Chiralitat auf- 
weisen. 

Strukturen werden ,,topologisch chiral" genannt, wenn 
die Molekiilgraphen der Enantiomorphe nichthomootop 
sind, das he&, daR sie nicht durch kontinuierliches Defor- 
mieren in E 3  ineinander umgewandelt werden kon- 
nen[66, 691. Beispiele dafur sind das Simmons-Paquette- 
K , - M ~ l e k u l ~ ~ ~ ] ,  Walbas drei- und viersprossige THYME- 
Mobiu~-Leitern[~~I,  Sauvages Catenan, das aus zwei ver- 
kniipften, gerichteten Ringen be~teht"~],  und sein molekula- 
res Kleeblatt[731 sowie die DNA-Knoten und verkniipften 
Schleifen, die neben anderen Themen der ,,biologischen To- 
pologie" ~ i n d [ ~ ~ ] .  Derartige Molekiilgraphen konnen keine 
starre achirale Prasentation durch kontinuierliches Defor- 
mieren in E3 e r l angex~~~~] ,  ganz im Gegensatz zu den Gra- 
phen der ,,molekularen euklidischen Gummihandschu- 

Das Fehlen homootoper achiraler Standards fur 
intrinsisch achirale Graphen, die topologisch chirale Einbet- 
tungen haben (z.B. Sauvages Kleeblattknoten), und das Feh- 
len jeglicher achiralen Standards fur intrinsisch chirale topo- 
logische Einbettungen (z.B. Walbas dreisprossige 
THYME-Mobius-Leiter) bedeuten, daI3 die korrespondie- 
renden kontinuierlichen Chiralitatsfunktionen niemals Null 
werden konnen. Daraus folgt, daB ChiralitatsmaRe der er- 

sten Art nicht fur topologisch chirale Strukturen geeignet 
sind. Im Gegensatz dazu hat das Fehlen eines achiralen Null- 
punkts keinen EinfluB auf die Anwendbarkeit von Chirali- 
tatsmaBen der zweiten Art, da zu allen vorstellbaren Konfor- 
mationen (Prasentationen) von Molekulen rnit topologisch 
chiralen Einbettungen die Enantiomorphe existieren und so- 
mit durch die MalJe der zweiten Art Chiralitatsgrade be- 
stimmt werden konne~~[ '~ ] .  Es ist offensichtlich, daB dieser 
SchluB allgemein giiltig ist und nicht nur auf Molekiile zu- 
trifft, sondern auch auf abstrakte Objekte, unabhangig da- 
von, ob diese Molekulmodelle sind oder n i ~ h t [ ~ ~ ] .  

Obwohl die ChiralitatsmaBe der zweiten Art damit einen 
wesentlich breiteren Anwendungsbereich haben als die der 
ersten Art, haben auch sie ihre Grenzen. So mu0 beim Mes- 
sen der gemeinsamen Volumina (Abschnitte 2.2.2 und 
2.3.3.1) die Schnittmenge der enantiomorphen Objekte die- 
selbe Dimension haben wie die Objekte selbst; wenn diese 
Bedingung nicht erfiillt ist, kann dieses Ma13 nicht angewen- 
det werden. Beispielsweise kann der Chiralitatsgrad von ein- 
dimensionalen Formen in E3 (z.B. Mobius-Leitern, Knoten, 
starre Helices) oder in E 2  (z.B. Dreiecke ohne innere Punkte, 
Spiralen) oder von zweidimensionalen Formen in E 3  (z.B. 
Mobius-Streifen) mit diesem Ma13 nicht bestimmt werden. 
Das Hausdorff-Ma6 dagegen ist nicht in dieser Weise Iimi- 
tiert; aus diesem Grund und wegen seiner Anwendbarkeit 
auf kontinuierliche Satze wie auch auf Satze diskreter Punk- 
te hat sich das Hausdorff-ChiralitatsmaB als generelle Me- 
thode der Wahl zur Quantifizierung von Chiralitat heraus- 
kristallisiert. 

4.2. Abhangigkeit der Rangfolge vorn Mall 

Molekiile konnen nach einem vereinbarten Kriterium un- 
zweideutig als ,,mehr" oder ,,weniger" chiral eingeordnet 
werdenL3], aber die Ordnung innerhalb der Reihe hangt vom 
gewahlten Kriterium ab. Dasselbe gilt fur die Reihung ab- 
strakter geometrischer Gebilde. Man betrachte beispielswei- 
se zwei rechtwinklige Dreiecke A und B rnit CI = 18.8" bzw. 
30" und ihre rnit unterschiedlichen Methoden berechneten 
Chiralitatsgrade x. Nach dem MaD, das in Abschnitt 2.3.2.1 
beschrieben wurde, ist A (x = 0.074) chiraler als B (x = 
0.057) (siehe Tabelle l),  wogegen nach dem im Ab- 
schnitt 2.3.2.2 beschriebenen MaB B (x = 0.500) chiraler ist 
als A (x =18.8/60 = 0.313). Solche Umkehrungen in der 
Rangfolge chiraler Gebilde sind die direkte Konsequenz aus 
den Unterschieden in den Funktionen, die den Chiralitats- 
grad ausdriicken (siehe auch Abschnitt 2.3.4). Kurz gesagt, 
hangt die Reihenfolge der Objekte, wenn diese nach ihrer Chi- 
ralitat geordnet werden, von der Funktion ab, die als Chirali- 
tatsrnaJ gewahlt wurde. 

Aus all dem, was bis jetzt gesagt wurde, sollte ganz klar 
geworden sein, daB es nicht die allein giiltige Antwort auf die 
Frage gibt, welches die Form des chiralsten Mitglieds einer 
gegebenen Klasse von Objekten ist. Nichtsdestotrotz ist es 
verniinftig anzunehmen, daO, unabhangig davon, welches 
ChiralitatsmaB gewahlt wurde, maximale Chiralitat eines 
Objekts im allgemeinen nur erreicht wird, wenn alle Zwange, 
die auf die Form des Objekts wirken konnen, gelockert wer- 
den. Die bisherigen Befunde stiitzen diese Vermutung stark. 
So ist rnit jedem der vier unabhangigen Ma& aus Ab- 
schnitt 2.3 der Chiralitatsgrad des chiralsten rechtwinkligen 
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Dreiecks geringer als der des chiralsten allgemeinen Dreiecks 
(Tabelle 1). Ein weiteres Beispiel ist der Chiralitatsgrad des 
chiralsten Tetraeders, der mit jedem der beiden unabhangi- 
gen MaRe bei der Verringerung der Symmetrie von D, nach 
C, zunimmt. Das letztgenannte Ergebnis legt die Vermutung 
nahe, daB das chiralste Gebilde (Ohjekt) einer beliebigen Di- 
mensionalitat F immer das urn ivenigsten syrnmetrische dieser 
Dirnensionulitat ist . 

5. Zusammenfassung und Ausblick 

Jede geometrische Form - und jedes starre Molekiilmodell 
- ist entweder chiral oder achiral, keine Form ist beides; die 
Gesamtheit aller Formen ist somit auf zwei disjunkte, kom- 
plementare Untermengen a~fgeteilt[~*]. Dennoch ist es in- 
nerhalb der Menge der Chiroide moglich, Chiralitatsgrade 
zu messen und Chiroide bezuglich des verwendeten MaDes 
als ,,mehr" oder ,,weniger" chiral einzuordnen. Nach unse- 
rer Definition sind ChiralitatsmaRe kontinuierliche Funktio- 
nen rnit reellen Werten, die dann und nur dann Null werden, 
wenn das Objekt achiral ist, und die idealerweise ahnlich- 
keitsinvariant sein sollten. Wir fanden, daR diese MaDe sich 
in zwei Kategorien einteilen lassen : solche, die bestimmen, 
wie stark ein Chiroid von einem achirdlen Referenzobjekt 
abweicht (MaRe der ersten Art), und solche, die bestimmen, 
wie stark zwei Enantiomorphe sich unterscheiden (MaDe der 
zweiten Art). 

In dieser Ubersicht haben wir einige der vielen Chiralitats- 
mace vorgestellt, die man sich im Prinzip ausdenken kann. 
Unsere wichtigsten Folgerungen sind, daR Mane der zweiten 
Art im allgemeinen einen wesentlich groneren Anwendungs- 
bereich haben als solche der ersten Art, daR die Chiralitiits- 
rangfolge vom verwendeten Ma0 abhangt, daR die Grenzen 
jedes ChiralitatsmaTJes von der Natur der Funktion abhan- 
gen, so daR die Form des chiralsten Objekts einer gegebenen 
Klasse von Ma13 zu MaD variiert, daR die maximale Chirali- 
t i t  mit minimaler Symmetrie korreliert und daB die Vereini- 
gungsmenge eines Objekts mit seinem Spiegelbild unter den 
Bedingungen optimaler Uberlappung achiral ist. 

Die Bemuhungen, Chiralitat zu quantifizieren, sind bisher 
auf geometrische Formen und starre Molekulmodelle be- 
schrankt; kunftige Arbeiten sollten der Ausdehnung dieser 
Studien auf verwandte Probleme der dynamischen und topo- 
logischen Chiralitat gewidmet sein. Daruber hinaus bleibt 
immer noch die fast entmutigende Herausforderung, die 
Schlucht zwischen den Ergebnissen der Formenanalyse und 
der Welt experimenteller MeRgroRen zu uberbrucken. Es 
gibt keinen Mangel an Vorlaufern fur diese Art von Korrela- 
tion : Beginnend rnit Guyes ,,produit d'asymetrie'' im Jahre 
1890 wurde bis heute vie1 Scharfsinn darauf verwendet, Chi- 
ralitiitsfunktionen zu entwickeln, rnit denen pseudoskalare 
physikalische und chemische Eigenschaften beschrieben 
werden konnen. Allerdings waren diese Modelle bis jetzt nur 
von sehr beschrhnktem Nutzen. Doch es ist wohl nicht abwe- 
gig zu erwarten, daR sich die Art von Ansatz, die in dieser 
Ubersicht beschrieben wurde, bei der Korrelation von Mole- 
kiilformen mit Eigenschaften, die sich aus der molekularen 
Chiralitat ergeben, als nutzlich erweisen konnte. 
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, f ir  die Erlaubnis, unveroyfentlichte Ergebnisse seiner For- 
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tants Bureau, New York, 1961, S. 2301, dab die Ahnlichkeit der Form 
zweier Molekulmodelle M und M' bestimmt werden kann, indem M und 
M' in der Weise iiberlagert werden, daR die nichtuberlappenden Volumina 
einen Minimalwert A annehmen: ,.If the overlapping volumes add up to r, 
then E = 1 - Ajr is the degree of molecular isomorphism". Wenn M und 
M' enantiomorphe Chiroide bezeichnen, dann wird ddS unter den Bedin- 
gungen der maximalen u beriappung verbieibende nichtiiberlappende Vo- 
lumen ein MaB fur den Grad der Chiralitat. b) Siehe auch B. 
Chion, J. Lajzerowcz, D. Bordeaux, A. Collet, J. Jaques, J .  Phys. Chem. 
1978,82, 2682; G. Gilat, L. S. Schulman, Chem. Phys. Lett. 1985,121,13; 
G. Gilat, J. Phys. A Math. Gen. 1989, 22, L545; Found. Phvs. Lett. 1990, 
3, 189; A. Y Meyer, W G. Richards, J .  Comput. Aided Mol. Des. 1991,5, 
427. 

[19] a) J. H. van? Hoff, Voorstel rot uitbreiding der regenwoordig in de schrikun- 
de gebruikfe structuur-formules in de ruimte, J. Greven, Utrecht, 1874: 
Arch. Neerl. Sci. Exactes Nat. 1874, 9,445; Bull. Soc. Chim. Fr. 1875,23, 
295; Lrr Chimie dans I'Espace, P. M. Bdzendijk, Rotterdam, 1875; b) J. A. 
LeBel, Bull. SOC. Chim. Fr. 1874,22,337; siehe auch D. F. Larder, J. Chem. 
Educ. 1967,44,661; J. Weyer, Angew. Chem. 1974,86,604; Angew,. Chem. 
lnl. Ed. Engl. 1974, 23, 591; vun't Hoff-LrBel Cenrennrul (Hrsg.: 0. B. 
Ramsay) (ACS Symp. Ser. 1975, 12). 

[20] a) A. B. Buda, T. P. E. Auf der Heyde, K. Mislow, J .  Math. Chetn. 1991, 
6,  243; b) T. P. E. Auf der Heyde, A. B. Buda, K. Mislow, ibid. 1991, 6. 
255. 

[23] a) A. B. Buda, K. Mislow, J .  Ma/ .  Strurt. (Theochem) 1991, 232, 1: b) 
Elemenre der Mathematik 1991, 46, 65; c) A. B. Buda, T. P. E. Auf der 
Heyde, K. Mislow, unveroffentlicht. 

[22] N. G. Harvey, D. Mirajovsky, P. L, Rose, R. Verbiar, E. M. Arnett, J. Am. 
Chem. Soc. 1989,f 1 f ,  1 1  15;  H. M. McConnell, V. T. Moy, J. Ph-ys. Chem. 
1988, 92, 4520; G. A. Somorjai, ibid. 1990, 94, 1013. 

[23] Zweidimensionale Chiralitit hat auch als Unterrichtswerkzeug in der Ste- 
reochemie gedient: C. E. Wintner, J.  Chem. Educ. 1983,6U, 550. 

[24] P.-A. Guye, C. R. Hebd. Seances Acad. Sci. 1890, 110, 714. 
[25] Im Hinblick auf eine Formel, die eine Beziehung zwischen dem Drehwert 

und Parametern (K), die mit den Substituenten des ,,asymmetrischen Koh- 
lenstoffatom" verkniipft siiid, definieren konnte, folgerte Crum Brown [A. 
Crum Brown, Proc. R. SOC. Edinburgh 1890,17,1811 unabhangig, da8 ,,we 
may presume that it contains the product of the differences of the K's''. 

[26] P:A. Guye, C. R .  Hehd. Seances Acad. Sci. 1893, 116, 1378, 1451, 1454. 
[27] Ruch et al. [28] haben eine Funktion ~(i) fur ein Modell definiert, i n  dem 

eine Menge von n Liganden auf die n Plitze eines achiralen Permutations- 
geriists, z.B. eines regularen Tetraeders, verteilt wird und in dem 2. ein 
ubertragbarer, ligandenspezifischer, skalarer Parameter n i t  einer physika- 
lischen Dimension, z.B. die Polarisierbarkeit, oder mit geometrischen Ei- 
genschaften ist. 

(283 a) E. Ruch, I .  Ugi, Theor. Chim. Acta 1966,4, 287; E. Ruch, A. Schonho- 
fer, 1. Ugi, ibid. 1967, 7,420; E. Ruch, A. Schonhofer, ihid. 1968, iU,9t ; 
E. Ruch, ibid. 1968, 11, 183: E. Ruch, I. Ugi, Top. Stereochern. 1969,4,99; 
E. Ruch, A. Schonhofer, Theor. Chim. Acta 1970,19, 225; E. Ruch, Acc. 
Chem. Res. 1972,5,49; A. Mead, E. Ruch, A. Schonhofer, Theor. Chinz. 
Acta 1973,29,269; b) E. Ruch, Angew. Chrm. 1977,89,67; Angew. Chem. 
lnt. Ed. Engl. 1977, 16, 65: siehe auch 1. Ugi, Chimia 1965, 19, 89; I. Ugi, 
Z. Naturforsch. 1965, BZU, 405; J. 13. Brewster, Top. Stereochem. 1967,2, 
1 ; C. A. Mead, Top. Curr. Chem. 1974,49, 1 ; R. B. King, J. Math. Chem. 
1988, 2, 89, zit. Lit.; ibid. 1991, 7, 69: R. B. King in [%a], S. 131; G. 
Derflinger in Chirality - From Weak Bosons to the a-Helix (Hrsg.: R. 
Janoschek), Springer, Berlin, 1991, S. 34. 

[29] Nnr funf tetraedrische Symmetrien. Tdr C,,, C,,, C, und C,, sind fur P(0 
unter dem a-Zwang moglich. Dies sind die gleichen fiinf Symmetrien, die 
sich aus den unterschiedlichen Ligandenverteilungen auf einem regularen 
tetraedrischen Permutationsgeriist ergeben. 

[30] In einer von Boys genutzten Konstruktion, um die optische Rotatorstirke 
zu modellieren [S. F. Boys, Proc. R. Soe. London 1934, A 144,6751, werden 
vier Kugeln so in gegenseitigen Kontakt gebracht, daB ihre Zentren die 
Spitzen eines Tetraeders bilden, d. h. die Linge jeder Tetraederkante isr 
gleich der Summe der Radien zweier Kugeln. Boys bemerkte, dab die 
Variablen ,,were termed the radii of repulsion of the radicals, but rather 
than representing any exact physical quantity they must be regarded more 
as parameters used to express the shape of the molecule". Fur irgendeine 
gegebene Symmetrie ist diese Form offensichtlich verschieden zu der von 
Ruchs Modell, in dem ebenfalls vier Kugeln an den Spitzen eines regularen 
Tetraeders zentriert werden, und wird deshalb auch durch em anderes 
ChiralitHtsprodukt beschrieben. 

1311 Gotische Bogen, die auf dem gleichen geometrischen Design basieren, 
zeigen die Fenster der Kathedrale von Reims, die 121 1-1221 gebaut wur- 
den. Siehe B. Artmann, The Mathemutical Intelligencer 1991, 13, 44. 

1321 P. Murray-Rust, H. B. Burgi, J. D. Dunitz, Acta Crystallogr. Sect. 1978, 
634, 1787, 1793; Acta Crystallogr. Sect. 1979, A35, 703. 

[33] F. A. Cotton, Chemical Applications of Group Theory, 3. Aufl., Wiley-ln- 
terscience, New York, 1990; S. F. A. Kettle, Symmetry and Structure, Wi- 
ley, New York, 1985. 

[34] Dieser Unterschied ergibt sich aus der in Abbildung 1 gewihlten Bezeich- 
nungskonvention. Betrachtet man zum Beispiel die Verwendung der Be- 
zeichnungen a, b und c fur die Seiten eines gegebenen ungleichseitigen 
Dreiecks mit a i b i c, so stellt man fest, daB die cyclische Richtungsab- 
hlngigkeit (Orientierung) der Bezeichnungen umgekehrt wird, wenn man 
die Bezeichnungen a und b vertauscht. Deshalh miissen, um, wie von der 
Konvention gefordert, die gleiche Orientierung der Bezeichnungen fur bei- 
de Ungleichungen, a < b < c nnd b < a < c ,  zu bewahren, Enantiomor- 
phe der Dreiecke betrachtet werden. Die zwei Abschnitte des Formen- 
raums (Abb. 2), in denen die Enantiomorphe reprasentierenden Punkte 
gefunden werden, entsprechen folglich mit gleicher Orientierung bezeich- 
neten enantiomorphen Dreiecken. 

[35] 0. Giering, Elemente der Mathematik 1967, 22, 5.  
[36] Den gleichen Grenzwert fanden Noh1 [W. Nohl, Elemente der Mathematik 

1962,17, 591 fur zentrische konvexe Mengen in EZ mit Gleichheit fur eine 
spezielle Klasse von Parallelogrammen sowie Bondensen und Dou [A. 
Bondensen, J. Dou, Crux Marhematicorurn 1989 3, 78-87], die bewiesen, 
da5 jedes dreieckige Stuck Papier mit der Fliche 1 so einmal gefaltet wer- 
den kann, daR es anschlieBend, auf einen Tisch gelegt, eine Flache von 
weniger als 2 - /f2 bedeckt. Wir danken Professor J. C. Fisher (Regina), 
da5 er uns auf diesen Beweis aufmerksam gemacht hat. 

[37] a) F. Hausdorff, Set Theory, iibersetzt von J. R. Aumann et al., Chelsey, 
New York, 1957, S. 166-168. b) Die folgende Formulierung von Haus- 
dorffs Definition wurde uns von Professor V. Klee (Seattle) vorgeschlagen: 
Der Hausdorff-Abstand h(Q,Q) zwischen den Mengen Q und Q ist die 
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kleinste Zahl 6, die folgende zwei Eigenschaften hat: 1) Jede an irgendei- 
nem Punkt von Q zentrierte Kugel rnit dem Radius 6 enthilt wenigstens 
einen Punkt aus Q';  2) jede an irgendeinem Punkt von Q' zentrierte Kugel 
mit dem Radius 6 enthalt wenigstens einen Punkt aus Q. 

[38] Rassat [A. RaSSdt, C. R. Acait. P i .  Ser. 2 1984,299, 531 hat eine Klassifi- 
zierung von geometrischen Formen A nach rechts- und linkshindig vorge- 
schlagen, abhingig davon, welcher von zwei Hausdorff-Abstanden, in un- 
serer Bezeichnung h,,(A.B) oder h m J A , 5 ) ,  kleiner ist, wobei B und 5 die 
Enantiomorphe einer willkurlichen Referenzform (2.B. eines chiralen Te- 
traeders) sind. Wenn A achiral ist, gilt Shmxn = h,,(A,B) - h,,,(A,B') = 
h,,,,(A,B) - h,,,(A',B) = 0, wobei A' das Spiegelbild von A ist. Jedoch 
kann Sh,,, auch Null sein. wenn A chiral ist. Solche ..chirdlen Nullen" 
konnen nur auftreten. wenn zwei Enantiomorphe ,,chiral verbunden" sind 
[2X b, 391. In solch einem Fall ist es schwierig zu sehen. wie Rassats Schema 
bei der Zuweisung eines Chiralitltssinns zu A von irgendeinem Nutzen sein 
konnte, da nichts weniger als ein Wechsel LU einer anderen Menge von 
willkiirlich gewihlten Refereiizenantiomorphen erforderlich ist, um die 
,,Kryptochiralitat" (31 von A aufzuheben. Aus der Existenzchiraler Nullen 
folgt, daO die Achiralitit von A eine hinreichende, aber nicht eine notwen- 
dige Bedingung fur C%h,,, = 0 ist und daO sich 6h,,, deshalb im allgemeinen 
als ChiralitHtsmaO nicht eignet. 

[39] Asymmetrische Tetraeder sind in Ruchs Gleichnis [28 h] kartoffelihnlich, 
da ein asymmetrisches Tetraeder (oder vier beliebige Punkte, die asymmet- 
risch in E 3  verteilt sind) und sein Spiegelbild chiral verbunden sind. Dies 
bedeutet, daO es Wege gibt, auf denen die Enantiomorphe durch fortge- 
setzte Deforrnierung ineinander umgewandelt werden konnen, ohne je- 
mals eine achirale Form zu durchlaufen. DarduS ergibt sich eine wichtige 
Folgerung: Koniepre wie linkshundig und rechtshiindig sind in bezug auf 
asjmmetrrsche Trtrueilrr hedeurungslos. Da das Tetraeder das Simplex in 
E 3  ist, hedeutet dies sogar, daO jede solche Klassifizierung furjedes beliebi- 
ge Objekt in E 3  bedeutungslos (oder im besten Fall willkurlich) ist, solange 
keine wohldefinierten Zwinge existieren. Im Gegensatz dazu konnen alle 
ungleichseitigen Dreiecke auf heterochirale Mengen aufgeteilt werden 
(Abschnitt 2.3.2.1). 

[40] W. H. Press, B. P. Flannery. S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical 
Recipes, Cambridge University Press, Cambridge, 1986; siehe auch C. G. 
Broyden, J Inst. Muth. I t s  Appl. 1970,6,222; R. Fletcher, Compuf. J .  1970, 
13, 317; D. Goldfwb, Math. Compuf. 1970, 24, 23; D. F. Shanno, ihid. 

1411 Ein Extremdreieck. das dem Supremum der in den Abschnitten 2.3.2.1, 
2.3.2.2 und 2.3.3.1 beschriebenen Funktionen entspricht, existiert nicht. 
sondern wird nur  als Grenzwert angenihert. Dies ist in Einklang mit der 
Nichtabgeschlossenheit des Raums der Bhnlichkeitsinvarianten Dreiecke. 
Griinbaum (151 hat ausgefuhrt, da0 der Edum ahnlichkeitsinvananter, kon- 
vexer Mengen nicht ahgeschlossen ist; siehe auch B.A. deValcourt, Zsr. J. 
Math. 1966, 4, 65. Somit ist der Wertebereich von MaBen, die fur solche 
Mengen definiert sind, hegrenzt, kann aber nicht abgeschlossen werden, und 
die Grenzwerte der MaOe konnen moglicherweise nicht erreicht werden. 

[42J T. Damhus, C. E. Schiffer, fnorg. Chem. 1983, 22, 2406. 
1431 Diese MaDe sind qualitativ rnit der gemin dem Model1 der gekoppelten 

Oszillatoren [8 b] definierten Rotatorstirke eines aus zwei zweiatomigen 
Molekiileii bestehenden und wie im Text beschrieben angeordneten Sy- 
stems korreliert; homonucleare Molekiile werden dahei durch nicht ge- 
richtete und heteronucleare Molekiile durch gerichtete Geraden darge- 
stellt. 

(441 Em davon verschiedenes MaO fur die Helicitit ist das Volumen eines Zylin- 
ders, auf dessen Obertlache eine komplette Helixwindung einbeschrieben 
ist [J. H. Brewster, Top. Curr. Chem. 1974. 47, 291. Wenn L die Hohe des 
Zylinders, d.h. die Ganghohe der Helix, und D die Linge der Windung 
bezeichnet, dann wird nach Brewsters Analyse das Volnmen des Zylinders 
fur L = D / l j  maximal. d. h. die Helicitat wird dann maximal, wenn der 
Steigungswinkel arcsin 3-'"- 35.3" ist. 

1451 Von den funf Untersymmetrien von T, konnen zwei (C,  und 7') nicht mit 
einem Tetraeder realisiert werden [V. Prelog, G. Helmchen, Helv. Chim. 
Acto 1972, 55, 25811. 

[46] a) R. Hoffmann, R. W. Alder, C. F. Wilcox, Jr., J .  Am. Chem. Soc. 1970, 
92, 4992; b) J. B. Collins, J. D. Dill, E. D. Jemmis, Y Apeloig, P. von R. 
Schleyer, R .  Seeger, J. A. Pople, ihid. 1976,98,5419; c) W. Luef, R.  Keese, 
H. 9. Biirgi. Nelv. Chim. Acto 1987, 70, 534; d) G. Erker, R. Zwettler, C. 
Kruger, R. Noe, S. Werner, J. Am. Chem. Soc. 1990,112, 9620. 

[47] Die Kante AE des T,-Konformationsraums reprisentiert degenerierte Te- 
traeder, bei denen erstens die Spitze 1 unendlich weit von den Spitzen 2, 3 
und 4 entfernt ist (Flache ABE in Abb. 9) und zweitens die Spitze 3 sich in 
der Tetraederfliche befindet, die aus den Spitzen 1 ,  2 und 4 gebildet wird 
(Fllche ADE). 

[48] Wenn die ZwHnge der D,- oder C,-Symmetrie nicht gelockert werden, 
erfordert die Umwandlung von Enantiomorphen ineinander das Durch- 
laufen einer achiralen Form. Die Menge der achiralen Formen stellt dann 
eine Grenze dar. die zwei heterochirale Klassen separiert, so da13 es mog- 
lich wird, solche Tetraeder als .,linkshindig" und .,rechtshdndig" in bezug 
auf ein willkurlich gewahltes Koordinatensystem zu bezeichnen. Verglei- 
che auch [39]. 

[49] Rotation um die dritte Achse ergibt eine Vereinigungsmenge. die einein 
lokalen Minimum rnit einem wesentlich groDeren Wert von h(Q,Q),  nim- 
lich 0.44, entspricht. 

i970,24, 647. 
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[50] a) V. E. Kuz'min, I. B. Stel'makh, Zh. Strukt. Khim. 1987,28,45,50; V. E. 
Kuz'min, I .  B. Stel'makh, Dokt. Akad. Nauk SSSR 1989, 307, 150; L. A. 
Kutulya, V. E. Kuz'min, I. B. Stel'makh, I. B. Nemchenok, T. V. Khandri- 
mailova, Zh. Ohshch. Khim. 1990,60,737; b) V. E. Kuz'min et al., J. Phys. 
Org. Chem., im Druck. 

[51] L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Course of'T/ieoretica/ Physics, Vol. 1: Me- 
chanics, 3. Aufl., Pergamon Press, Oxford, 1976. 

1521 Fur Einzelhejten siehe [SO]. Man beachte, daB die Beschreibung in dieser 
ubersicht geringfugige Verinderungen 150 b] des fruheren Ansatzes [50a] 
beriicksichtigt. 

1531 a) .,How to tell right from left": Y. Hel-Or, S. Peleg, H. Zabrodsky, Proc. 
IEEE Cornput. Vision Pattern Recogniiion 1988. 304; b) Y. Hel-Or, S. Pe- 
leg, D. Avnir, Lungmuir 1990, 6, 1691. 

[54] Dynamische Chiralitit in E 2  kann bezuglich der Zeitumkehr nicht inva- 
riant sein, da fur die Translation entlang der Drehachse, die notwendig ist, 
um Invarianz zu erreichen [7], eine dritte raumliche Dimension erforder- 
lich ist. 

[55] a) New Developments in Molecular C1~iraiit.v (Hrsg.: P. G. Mezey), Kluwer, 
Dordrecht, 1991; b) F. Harary, P. G. Mezey in [55a], S. 241; c) P. G.  
Mezey in [%a], S. 257; d) P. G. Mezey, J. Mad.  Chem., im Druck. 

1561 Ein Gitter-,,Tier" ist ein Graph, der aus n quadratischen Zellen besteht, die 
uber gemeinsame Kanten verbunden sind. Die Zahl der Tiere rnit wirklich 
unterschiedlichen (d. h. nicht symmetriedquivalenten) Formen 1st 1 , 1 , 2 ,  5, 
12 fur n = 1 ,  2, 3, 4 bzw. 5. Von den funf Tieren mit vier Zellen sind zwei 
chiral. und von den zwolf Tieren rnit funf Zellen sind sechs chiral. Ein 
n-zelliges Tier A(J,n), das in eine Jordan-Kurve J einbeschrieben ist, wird 
dann und nur dann ,,ausfullend" genannt, wenn kein Tier mit derselben 
Zellgrok und mehr als n Zelien in J einbeschrieben werden kann [55 b]. 

[57] Wenn a ( J )  die Innenfliche einer chirdlen Jordan-Kurve J ist. existiert eine 
maximale achirale Untermenge S von J ,  deren FlHche a(S) in J einbe- 
schrieben werden kann. Da J chirdl ist, muR eine gewisse Flache 
a(J )  - a(S )  ubrigbleiben. Durch genugende Reduktion der ZellgroOe kon- 
nen darum immer ausfullende Tiere A(J,N 2 no) generiert werden, deren 
Fliche u(A) grol3er als cr(S) ist, das heifit a ( J )  t a(A)  > n(S). Alle diese 
Tiere mussen dann aber chiral sein [55d]. 

[58] Wenn Kelvins Definition der Chiralitiit (Abschnitt 2.1) unter algebra- 
ischen Gesichtspunkten analysiert wird, zeigt sich, daO diese ebenfalls im- 
plizit einen Vorschlag fur ein nichtkontinuierliches ChiralititsmaB k(Q)  
enthalt. Dieses kann folgendermaben beschrieben werden: Wenn eine be- 
liebige geometrische Form oder Menge von Punkten, Q ,  mit ihrem Spiegel- 
bild zur Deckung gebracht werden kann, dann ist k(Q) = 0 (das Objekt ist 
nicht chirdl), andernfalls ist k(Q)  = 1 (das Objekt ist chiral). Die Auswir- 
kungen dieses Schwarz-WeiB- oder biniren Ansatzes zur Beschreibung der 
Chiralitit werden in [3] diskutiert. 

[59] ,,The Hierarchy of Models in Chemistry": C. Trindle, Croat. Chem. Acra 
1984, 57, 1231; ,,Models and Modeling in Theoretical Chemistry": J. To- 
masi, J. Mol. Struct. (Thmchem) 1988, 179, 273. 

[60] Wir meinen hiermit Strukturen, deren Massenpunkte Librationen rnit klei- 
ner Amplitude um exakt definierte Gleichgewichtspositionen durchfuhren. 

[61] E. L. Muetterties, Inorg. Chem. 1965,4, 769; siehe auch F. A. Cotton, J. W. 
Faller, A. Musco, J .  Am. Chem. Soc. 1968, 90, 1438; F. A. Cotton, Arc. 
Chem. Ray. 1968, 1, 257. 

[62] ,,Molecular Machinery in Organic Chemistry": K. Mislow, Chemfracts 
Org. Chem. 1989, 2. 151. 

[63] a) Permutations-Inversions-Gruppen der Molekulsymmetrie (MS-Grup- 
pen) [,,The Symmetry Groups of Non-rigid Molecules": H. C. Longuet- 
Higgins, Mol. Ph.ys. 1963, 6, 445; siehe auch ,,Symmetry beyond Point 
Groups in Molecular Spectroscopy": J. T. Hougen, J .  P h y .  Chem. 1986, 
90, 562 ; ,,Self-Inverse and Non-Self-Inverse Degenerate Isomerizations" : 
J. G. Nourse, J .  A m .  Chem. Soc. 1980,102,4883); h) isometrische Gruppen 
[,,Isometric Groups and Chirality of Nonrigid Molecules: A Generaliza- 
tion of Kelvin's Theorem": H. Frei, Hs. H. Gunthard, Chem. Phys. 1976, 
15, 155; siehe auch ,,The Isometric Group of Nonrigid Molecules": H. 
Frei, A. Bauder, Hs. H. Gunthard, Top. Curr. Chem. 1979,8/, 11; c) Che- 
mische-Identitdts-Gruppen [,,A Group Theoretical Analysis of Conforma- 
tional Flexibility": J. Dugundji, J. Showell, R. Kopp, D. Marquarding, I. 
Ugi, h. J.  Chem. 1980,20,20; siehe auch I .  Ugi, J. Dugundji, R. Kopp, D. 
Marquarding, Perspectives in Theoretical Stereochemi.wy (Lrct. Noies 
Chem. 1984, 36, Kapitel I, VI)]. 

[64] Die zeitgemittelte Symmetrie, wie sie durch die MS-Gruppe [63a] gegeben 
ist, kann manchmal isomorph zur Punktgruppe einer intuitiv ansprechen- 
den zeitgemittelten Struktur im Bereich des schnellen Austauschs sein, wie 
im Fall von NH, (Dab) oder Cyclohexan (DGh).  Man sollte aber mit solchen 
wunschenswerten Zufdlen nicht rechnen. Beispielsweise sind die fur Ethan 
und PF, irn Bereich des schnellen Austauschs geeigneten MS-Gruppen 
isomorph zu D ,  x D ,  (Ordnnng 36) beziehungsweise S, x S, (Ord- 
nung 240). Keine dieser Gruppen entspricht der Symmetrie einer denkba- 
ren Konformation dieser Molekiile [J. Reisse, R. Ottinger, P. Bickart, K. 
Mislow, J .  Am. Chem. Sor. 1978, 100,911]. 

(651 Nach der Definition von Ugi et al. 163 c] ist ein Molekul chemisch achiral, 
wenn jede momentdne Geometrie dieses Molekuls mit seinem Spiegelbild 
zur Deckung gebracht werden kann, indem man alle Rotationen, Transla- 
tionen und intramolekularen Bewegungen nutzt, die unter den gegebenen 
Beobachtungsbedingungen moglich sind. Chemische Achiralitat ist also 
ein Spezialfall von ,,stochastischer Achiralitdt" [3]. 
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D. M. Walba in [55a], S. 119. 
a) meso-Biphenyleiintramolekulare Rotation: K. Mislow, Science (Was- 
hington, D.C.) 1954,120,232; K. Mislow, R. Bolstad, J.  Am. Chem. Soc. 
1955, 77, 6712; K. Mislow, introduction fo Slereochemistry, Benjamin, 
New York, 1965. S. 91-93; siehe auch G. W. Wheland, Advai~ced Organic 
Chemistr-v, 3. Aufl., Wiley, New York, 1960, S. 278ff.; b) molekubdre Pro- 
peller/Zwei-Ring-Flips: D. Gust, K. Mislow, J. Am. Chem. SOC. 1973, 95, 
1535; K. Mislow, Ace. Chem. Res. 1976,Y, 26; R. Glaser, J. F. Blount, K. 
Mislow, J .  Am. Chem. SOC. 1980,102, 2777; c) molekulare Getriebeikorre- 
lierte Rotation: W D. Hounshell, C. A. Johnson, A. Guenzi, F. Cozzi, K. 
Mislow, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 1980, 77, 6961; A. Guenzi, C. A. 
Johnson. F. Cozzi, K. Mislow, J. Am. Chem. SOC. 1983, 105, 1438; d) 
Phosphorane/Berry-Pseudorotation : E. L. Muetterties, Inorg. Chem. 
1967.6, 635; siehe auch K. Mislow, Ace. Chem. Res. 1970,s. 321. 
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